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2.4 Condiç̃oes de Contorno . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
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1.1 Processo de extrusão para fabricaç̃ao de peças. Figura modificada a partir da figura

encontrada em http://www.joinville.udesc.br/departamentos/dcc/professores/marcelo/disciplinas/AIN/capp-

variante/CAPPvariante.html . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

1.2 Processo de injeção de ar para fabricação de peças. Figura modificada a partir de

http://www.joinville.udesc.br/departamentos/dcc/professores/marcelo/disciplinas/AIN/capp-

variante/CAPPvariante.html . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1.3 Broca de perfuração. Figura modificada a partir da figura em http://static.hsw.com.br/gif/oil-

drilling-bit.jpg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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1.5 Doḿınio fı́sico do problema. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
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Resumo

O escoamento de materiais viscoplásticośe extremamente importante devido sua vasta

aplicaç̃ao industrial. Uma aplicação pŕatica do escoamento de materiais viscoplásticos ocorre na

perfuraç̃ao de poços de petróleo. O carreamento do cascalho produzido na perfuração de poços

de petŕoleo é obtido com uso da lama de perfuração. A utilizaç̃ao de lamas de perfuração com

propriedades viscoplásticas diminui a potência necessária ao bombeamento desse material. O

material utilizado na cimentação dos poços de petróleo tamb́em possui propriedades altamente

viscopĺasticas. Um outro fen̂omeno que está associado a um escoamento de material tipicamente

plásticoé o escoamento do muco nas vias aéreas pulmonares. O bom entendimento dos mecanis-

mos f́ısicos envolvidos nos processos mencionados depende de uma boa caracterização reoĺogica

dos materiais viscoplásticos envolvidos.

O comportamento viscoplásticoé geralmente modelado pelo modelo de Fluido Newto-

niano Generalizado com uso de alguma função t́ıpica para descrever a viscosidade. Uma equação

para a viscosidade muito utilizadaé a de Herschel-Bulkley. Essa equação prev̂e viscosidade in-

finita para valores de tensão abaixo da tensão limite de escoamento. Esse comportamento não é

compat́ıvel com o comportamento previsto pela equação da continuidade para fluidos complexos.

No presente trabalho utiliza-se a função viscosidade recentemente proposta por Souza Mendes e

Dutra (2004) para uma análise nuḿerica, utilizando-se o ḿetodo dos elementos finitos, do escoa-

mento de materiais viscoplásticos. Essa função engloba a maioria dos modelos viscoplásticos e
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pseudopĺasticos tais como Herschel-Bulkley, Papanastasiou, Bingham e Carreau. A fim de com-

parar os resultados previstos pelo presente trabalho com os disponı́veis na literatura, a geometria

escolhidáe a cĺassica contraç̃ao abrupta 4:1. Um importante número adimensional analisadoé o

númeroJ que d́a uma medida relativa do salto na taxa de deformação quando atingida a tensão

limite de escoamento.



Abstract

Flow of viscoplastic material is extremely common in many industrial processes. A

practical application includes the drilling of petroleum wells where the drilling mud must carry

the drill chips with a minimum pumping power. It is obtained using a drilling mud as a highly

viscoplastic material. The material used on cementation of drilling wells also exhibit a highly

viscoplastic behavior. Other interesting phenomenon involving viscoplastic materials is the mu-

cus displacement in pulmonary airways. The good understanding of the physical mechanism in-

volved in all processes mentioned before is dependent of a good rheological characterization of

the viscoplastic material involved. The viscoplastic behavior of the liquid is generally modelled

by the generalized Newtonian liquid model with a typical viscosity function equation. One of the

most common equation employed is the Herschel-Bulkley viscosity function. This equation pre-

dict an infinite viscosity in the limit of zero-shear-rate and this behavior is not compatible with

continuity equation for many complex flows. In the present work a viscosity function recently

proposed by Souza Mendes and Dutra (2004) is used to perform numerical simulations via finite

element method of the flow of yield-stress materials. This viscosity function encompasses most

of the viscoplastic and pseudoplastic models such as Herschel-Bulkley, Papanastasiou, Bingham

and Carreau as special cases. In order to compare with the results available in the literature, the

geometry chosen is the classic 4:1 abrupt contraction. One important dimensionless number ana-

lyzed is the jump numberJ that gives a relative measure of the shear rate jump that occurs when
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the extra-stress-tensor reaches the yield-stress plateau on the flow field.
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Nomenclatura

Lo: comprimento do tubo a jusante

Li: comprimento do tubo a montante

Ro: raio do tubo a jusante

Ri: raio do tubo a montante

r: coordenada radial

r∗: coordenada radial adimensional

x: coordenada axial

x∗: coordenada axial adimensional

n: vetor unit́ario na direç̃aox

t: vetor unit́ario na direç̃aor

Rer: número de Reynolds reológico,Re =
ρR0(γ̇cR0)

ηc

Q: raz̃ao entre as forças de corpo e as forças viscosa

F : fator de atrito,F =
−∂p

∂x
D

1

2
ρu2

u: velocidade ḿedia na regĩao desenvolvida do escoamento

n: ı́ndice de pot̂encia power-law

J : salto de deformaç̃ao adimensional.

g: vetor gravidade

p: press̃ao

p∗: press̃ao adimensional

T: tensor das tensões

u: vetor velocidade

u∗: vetor velocidade adimensional

u: velocidade axial
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u∗: velocidade axial adimensional

v: velocidade radial

v∗: velocidade radial adimensional

|J|: determinante do Jacobiano de transformação de coordenadas

Śımbolos Gregos

∇: operador divergente adimensional

τ : tonsor extra tens̃ao

τ : intensidade do tensor extra tensão,τ =
√

1
2
tr(τ)

τ0: tens̃ao limite de escoamento

τ ∗: tens̃ao adimensional

τ1: tens̃ao de transiç̃ao da regĩao de jump para a região power-law

τc: tens̃ao caracterı́stica do escoamento

τ ∗c : tens̃ao caracterı́stica do escoamento adimensional

γ̇: tensor taxa de deformação

γ̇∗: tensor taxa de deformação adimensional

γ̇: intensidade da taxa de deformação,γ̇ =
√

tr(γ̇)

γ̇0: taxa de deformaç̃ao emτ 0

γ̇1: taxa de deformaç̃ao emτ 1

γ̇c: taxa de deformaç̃ao caracterı́stica do escoamento

γ̇∗: taxa de deformaç̃ao adimensional

∆P ∗: Fator de correç̃ao de press̃ao adimensional,∆P ∗ =
∆P

4τc

η(γ̇): função viscosidade

η∗(γ̇∗): função viscosidade adimensional

η0: função viscosidade em baixas taxas de escoamento

µ: viscosidade Newtoniana



20

µp: viscosidade pĺastica

ρ: massa especı́fica do fluido

κ: ı́ndice de consistência



Caṕıtulo 1

Introduç ão

1.1 Motivação

O Estudo do comportamento dos materiais viscoplásticosé extremamente importante

devido a sua vasta aplicação em diferentes processos industriais como a fabricação de peças por

extrus̃ao onde os polı́meros exibem propriedades claramente plásticas. Na ind́ustria do petŕoleo

a utilizaç̃ao de materiais plásticosé extremamente comum. As lamas usadas nos processos de

perfuraç̃ao de poços de petróleo e o cimento para o revestimento do poço são materiais tipica-

mente pĺasticos. Podem-se ainda citar os materiais plásticos presentes na indústria aliment́ıcia

como o chocolate, maionese e polpas de frutas e alguns materiais da indústria de cosḿeticos como

xampu e pastas dentais. O muco das vias aéreas e o plasma sanguı́neo s̃ao exemplos de materiais

viscopĺasticos cujo comportamento deve ser bem conhecido para o desenvolvimento de procedi-

mentos ḿedicos e aplicaç̃oes em bio-engenharia.

Um t́ıpico processo industrial onde o material de trabalhoé viscopĺasticoé o processo

de fabricaç̃ao de peças e recipientes plásticos. Para a fabricação desses objetos, o plásticoé aque-

cido e posteriormente depositado em um molde através de diferentes processos. Um processo

bastante utilizado na fabricação de tubośe o processo de extrusão. Nesse processo o material vis-
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copĺastico aquecidóe deslocado continuamente através de uma rosca homogeneizadora até o seu

molde, com mostra a Figura(1.1).

Figura 1.1: Processo de extrusão para fabricaç̃ao de peças. Figura modificada a partir da figura encontrada

em http://www.joinville.udesc.br/departamentos/dcc/professores/marcelo/disciplinas/AIN/capp-

variante/CAPPvariante.html

Outro processo utilizado na Indústria de fabricaç̃ao de peças e recipientes plásticośe o

processo de injeção de ar. Nesse processo o material viscoplástico tamb́emé aquecido e deslocado

por uma rosca homogeneizadora até o molde. Aṕos o deṕosito de uma quantidade determinada

para cada peça, injeta-se ar para que o material tome a forma do molde, como mostra a Figura

(1.2).

Uma das grandes motivações do estudo de materiais viscoplásticośe a sua larga utilização

na ind́ustria de petŕoleo. Os fluidos viscoplásticos est̃ao presentes em diversos processos dessa

indústria, como perfuraç̃ao e cimentaç̃ao de poços. O próprio petŕoleo pode exibir caracterı́sticas

viscopĺasticas e, portanto, em outros processos como elevação e transporte déoleo o material vis-

copĺastico est́a presente. Para a perfuração de um poço de petróleoé indispenśavel o emprego de

um fluido de perfuraç̃ao viscopĺastico que auxilia o processo de perfuração. Esse fluido tem como

principal funç̃ao carrear o cascalho sem um gasto excessivo de energia. A Figura (1.3) mostra

esquematicamente o processo de perfuração de um poço de petróleo. O fluido de perfuraç̃ao é
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Figura 1.2: Processo de injeção de ar para fabricação de peças. Figura modificada a partir de

http://www.joinville.udesc.br/departamentos/dcc/professores/marcelo/disciplinas/AIN/capp-

variante/CAPPvariante.html

injetado pelo interior da broca e retorna pelo espaço anular, espaço entre a broca e a rocha. A

plasticidade do material injetadoé fundamental para o carreamento do cascalho formado no pro-

cesso sem gasto excessivo de energia. O mesmo processo poderia ser executado com um fluido

Newtoniano, entrando, a viscosidade do fluido deveria ser muito alta e o consumo de energia seria

extremamente elevado.

Uma outra aplicaç̃ao em que o fluido envolvidóe viscopĺastico ocorre no processo de

cimentaç̃ao de poços de petróleo. Para a cimentação de um poço de petróleo, uma pasta de ci-

mento e aditivos plastificantesé bombeada para dentro do poço. Esse material preenche o espaço

anular constitúıdo entre a formaç̃ao rochosa perfurada e o revestimento metálico descido no poço.

Certamente, o conhecimento do mecanismo fı́sico do processo depende de uma boa caracterização

do comportamento plástico do material utilizado. A adição de materiais plastificantesà pasta de

cimento tem como principal função o aumento da fluidez do material. Esse aumento da fluidez via-

biliza a reduç̃ao de grande quantidade deágua das misturas possibilitando o emprego de concretos

de elevada resistência.

Um outro fen̂omeno que está associado a um escoamento de material tipicamente
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Figura 1.3: Broca de perfuraç̃ao. Figura modificada a partir da figura em http://static.hsw.com.br/gif/oil-

drilling-bit.jpg

plásticoé o processo de desobstrução das vias áereas pulmonares como mostra a Figura (1.4). Na

inspiraç̃ao o ar passa por condutos que vão desde a cavidade nasal até os bronquiolos. Esses con-

dutos s̃ao conhecidos como vias aéreas. As vias áereas t̂em sua superfı́cie recoberta por secreções

produzidas pelas células que as revestem. Essa secreção é conhecida como muco e tem a impor-

tante funç̃ao de limpar o ar inalado. As partı́culas ou microorganismos aprisionados na camada

viscosa s̃ao eliminadas pelo transporte deste muco em direçãoàs vias áereas superiores até atingir

a faringe, onde esse materialé deglutido. Para que o transporte ocorra, o muco tem que ter uma

consist̂encia ideal. Se o muco for muito espesso ele obstrui as vias aéreas proporcionando uma

condiç̃ao ideal para a proliferação de bact́erias causadoras de infecções. Para normalizar o pro-

cesso de limpeza das vias aéreas s̃ao administrados medicamentos chamados mucorreguladores.

Esses medicamentos normalizam e regularizam a produção de muco, tornando-o menos espesso

e menos aderentèas paredes das vias aéreas. Nesta aplicação, como em todas as outras, o pro-

fundo conhecimento do efeito das propriedades viscoplásticasé essencial para o conhecimento

dos fen̂omenos e consequente desenvolvimento de técnicas empregadas nos respectivos processos.
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Figura 1.4: Vias Aéreas. Figura modificada de http://www.colegiosaofrancisco.com.br/alfa/asma/asma-

6.php

O estudo pioneiro do comportamento dos materiais viscoplásticosé desenvolvido por

Bingham [1]. O autor prop̃oe o primeiro modelo para esse tipo de material, conhecido como

modelo de pĺastico ideal. Esse modelo, assim como outros posteriores, possuem uma série de

limitações que s̃ao comentadas na Seção1.3. Recentemente a literatura apresenta um novo modelo

mais realista de material viscoplástico. A proposta do presente trabalhoé estudar o desempenho

deste novo modelo proposto por Souza Mendes e Dutra [2]. O estudoé realizado atrav́es da ańalise

numérica do escoamento em uma contração abrupta4 : 1.

1.2 Caracterizaç̃ao do Problema

A proposta do presente trabalhoé estudar o modelo de fluidos viscoplásticos proposto

por Souza Mendes e Dutra [2], aqui denominado de modelo SMD. Para esse estudo analisa-se

numericamente o escoamento do fluido SMD em uma contração abrupta4 : 1. Trata-se portanto

de um duto circular de raioRi e comprimentoLi sofrendo uma contração para um duto de raio
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Ro = Ri

4
e comprimentoLo = Li

4
como mostra a Figura (1.5). Esta geomentriaé escolhida por ser

muito utilizadda na literatura para testar novos modelos constitutivos [3], [4].

Figura 1.5: Doḿınio fı́sico do problema.

São consideradas as seguintes hipóteses simplificadoras:

1. Fluido incompresśıvel;

2. Escoamento em regime permanente;

3. Escoamento laminar;

4. Simetria axial;

5. Condiç̃ao de impermeabilidade e não deslizamento na parede;

6. Escoamento desenvolvido na entrada do duto de raioRi e na sáıda do duto de raioRo;

Para a soluç̃ao nuḿerica do problema são resolvidas as equações de Conservação de

Massa e da Quantidade de Movimento Linear. O fluidoé modelado com a equação constitutiva

de Fluido Newtoniano Generalizado (FNG) com a função viscosidade SMD proposta por Souza

Mendes e Dutra [2].

Um dos objetivos do presente trabalhoé a ańalise da inflûencia, nos campos de tensão e

taxa de deformaç̃ao, dos par̂ametros reoĺogicos adimensionaisn eJ e do par̂ametro adimensional
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de escoamentoτc
∗. O par̂ametroJ é chamado de salto da taxa de deformação, esse parâmetro

dá uma medida relativa do salto na taxa de deformação quando atingida a tensão limite de escoa-

mento. O par̂ametron é o ı́ndice power-law. Esses dois parâmetros estão presentes na equação

adimensional do modelo SMD, como pode-se ver na Seção2.3. O par̂ametroτc
∗ é chamado tensão

cisalhante caracterı́stica do escoamento definido na Seção2.5. O perfil do campo de velocidade na

entrada do duto e a perda de pressão ao longo da linha de simetria também s̃ao objetos de estudo

do presente trabalho para a variação dos par̂ametros mencionados.

1.3 Estado da Arte

A literatura apresenta um grande número de trabalhos nuḿericos e experimentais que

analisam o desempenho de modelos para fluidos viscoplásticos atrav́es do estudo de escoamentos

em v́arias geometrias. Nessa seção s̃ao feitos alguns comentários sobre trabalhos relevantes para o

desenvolvimento do presente estudo.

Barnes [5] e [6], promove uma extensa revisão sobre o estudo dos materiais vis-

copĺasticos.

Bingham [1] prop̃oe o primeiro modelo para fluidos viscoplásticos conhecido como

Modelo de Pĺastico Ideal. O pĺastico de Bingham se caracteriza pelo seguinte comportamento: ao

se aplicar uma tensão abaixo de uma certa tensão cŕıtica ñao h́a deformaç̃ao e o material comporta-

se como um śolido, mas quando essa tensão cŕıtica é excedida o material escoa como um fluido

newtoniano. Assim, o modelo de Plástico Ideal prop̃oe para esses materiais, a intensidade da

tens̃ao cisalhante,τ , em funç̃ao da intensidade da taxa de deformação, γ̇, conforme a Equaç̃ao

(1.1). Nessa equação,τ0 é a tens̃ao limite de escoamento eµp é a viscosidade plástica do material.





τ = τ0 + µpγ̇ se τ ≥ τ0

γ̇ = 0 se τ < τ0

(1.1)
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O Modelo de Pĺastico Ideal apresenta algumas particularidades que limitam a sua utilização. Uma

dessas particularidadesé o fato dele ser descontı́nuo em suas derivadas. Essa caracterı́stica do

modeloé um grande obstáculo à sua implementação nuḿerica, pois h́a a necessidade de prévia

localizaç̃ao da tens̃ao limite de escoamentoτ0, durante o processo de iteração. Outra particulari-

dade do modelo de Plástico Ideaĺe o fato dele ñao representar de maneira satisfatória o real com-

portamento dos materiais viscoplásticos de intersse quandoγ̇ → 0. Nessas condiç̃oes o modelo

prev̂e viscosidade infinita como mostra a Equação (1.2).





η =
τ0

γ̇
+ µp se τ ≥ τ0

η →∞ se τ < τ0

(1.2)

Como alternativa ao modelo de Plástico Ideal, Papanastasiou [7] propõe um modelo

que possui as derivadas primeiras contı́nuas para a equação constitutiva de fluidos viscoplástico.

Em seu novo modelo a intensidade da tensão,τ , é expressa como uma função cont́ınua da intensi-

dade da taxa de deformação,γ̇, com mostra a Equação (1.3). Nessa equação,m é um par̂ametro de

ajuste que ñao possui significado fı́sico, sua funç̃aoé recuperar o modelo de Plástico Ideal proposto

por Bingham a medida quem →∞, conforme mostra a Figura (1.6).

τ = τ0(1− exp(−mγ̇)) + µpγ̇ (1.3)

η =
τ0

γ̇
(1− exp(−mγ̇)) + µp (1.4)

Para testar seu modelo, o autor faz um estudo numérico e experimental da localização da superfı́cie

de tens̃ao limite de escoamento no campo do escoamento para três diferentes geometrias. Os

resultados nuḿericos obtidos com seu modelo concordam aproximadamente com os resultados

experimentais. Porém sua ańaliseé feita apenas para fluidos com altos valores de tensão limite de

escoametno pela limitação da coleta de dados experimentais para fluidos com baixa tensão limite

de escoametno.
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Figura 1.6: Gráfico da tens̃ao cisalhante,τ , versus intensidade da taxa de deformação,γ̇, para o modelo de

Papanastasiou, em escala logaritmica.

Apesar de o modelo proposto por Papanastasiou não representar o real comportamento

de um fluido viscopĺastico, elée amplamente utilizado na literatura por ser de fácil implementaç̃ao

numérica. Sousaet al. [8] analisam numericamente a deposição de massa nas paredes de um

tubo capilar preenchido por material viscoplástico atrav́es de injeç̃ao de ǵas. Florideset al. [9]

analisam numericamente o escoamento de um plástico de Bingham devido uma compressão. Esse

escoamentóe comumente utilizado na procura de caracterı́sticas reoĺogicas de fluidos ñao new-

tonianos. Alexandrou [10]et al. analisam numericamente a injeção de um pĺastico de Bingham

em uma cavidade. Mitsoulis e Huilgol [11] investigam numericamente os efeitos reológicos e de

inércia nos padr̃oes do escoamento em uma expansão abrupta. Todos os trabalhos citados utilizam

o modelo proposto por Papanastasiou na implementação nuḿerica dos respectivos problemas.

Alexandrouet al. [12] utilizam um outro modelo, conhecido como Papanastasiou

Generalizado, para prever o comportamento de materiais viscoplásticos de Hershel-Buckley em

um escoamento através de uma expansão tridimensional. Para esse material, a intensidade da

tens̃ao cisalhante,τ , é dada por uma função da intensidade da taxa de deformação,γ̇, com mostra
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a Equaç̃ao (1.5). Nessa equação,κ é oı́ndice de consistência do material . Para esse novo modelo




τ = τ0 + κγ̇n se τ ≥ τ0

γ̇ = 0 se τ < τ0

(1.5)

a viscosidadée senśıvel à variaç̃ao den,como pode-se notar na Equação (1.6). Paran = 1 a funç̃ao




η =
τ0

γ̇
+ κγ̇n−1 se τ ≥ τ0

η →∞ se τ < τ0

(1.6)

descrita comporta-se como um Plástico Ideal. Paraτ0 = 0, a funç̃ao descrita pela Equação (1.5)

recupera o caso power-law. Ainda, comτ0 = 0 e n = 1 obt́em-se o caso newtoniano. Assim,

o modelo de Herschel-Bulkley contempla todos os casos previstos pela função power-law e pela

função de Pĺastico Ideal. Apesar de o modelo Herschel-Bulkley possuir a vantagem de prever

os diferentes comportamentos dos materiais viscoplásticos, ele possui a desvantagem de ter suas

derivadas descontı́nuas. Para contornar essa particularidade do modelo, Alexandrouet al. [12]

utilizam o modelo de Papanastasiou Generalizado para modelar numericamente o comportamento

de materiais Herschel-Bulkley, como mostra a Equação (1.7).

τ = τ0(1− exp(−mγ̇)) + κγ̇n (1.7)

Soareset al. [13] utilizam o modelo Bi-viscosidade para uma investigação nuḿerico da trans-

ferência de calor em um escoamento envolvendo materiais de Herschel-Bulkley em cilindros

conĉentricos. Para a implementação da funç̃ao viscosidade, os autores utilizam a viscosidade

caracteŕıstica do escoamento,ηc, como pode-se observar na Equação (1.8). Diferente da Equação

(1.6), atribui-sèa 



η =
τ0

γ̇
+ κγ̇n−1 se τ ≥ τ0

1000ηc se τ < τ0

(1.8)

regĩao ñao cisalhada uma viscosidade de 1.000 vezes a viscosidade caracterı́stica,ηc, em vez de

uma viscosidade infinita.
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Souza Mendes e Dutra [2] propõem um novo modelo para fluidos viscoplásticos. Para

esse novo modelo a intensidade da tensão cisalhante,τ , é uma funç̃ao da intensidade da taxa de

deformaç̃ao,γ̇, como mostra a Equação (1.9). Nessa equação quandoτ < τ0 a viscosidadée dada

τ = [1− exp(−η0γ̇

τ0

)](τ0 + κγ̇n) (1.9)

porη0.

Os modelos mencionados até aqui possuem algumas particularidades que o modelo

Souza Mendes e Dutra, ou modelo SMD, não possui. Uma particularidade presente em todos os

modelos citados anteriormente,é o fato de eles ñao representarem o real comportamento de um

fluido viscopĺastico, pois parȧγ → 0 eles prev̂eem viscosidade infinita. O modelo SMD propõe

para esse mesmo intervalo uma viscosidade constanteη0. Uma particularidade dos modelos de

Plástico Ideal e Bi-viscosidade,é a descontinuidade das derivadas. O modelo SMD apresenta suas

derivadas contı́nuas. O modelo de Papanastasiou apresenta um parâmetro de ajuste sem significado

fı́sico. Todos os parâmetros presentes no modelo SMD possuem significado fı́sico.

Para testar seu novo modelo, Souza Mendes e Dutra coletam dados experimentais da

intensidade da tensão cisalhante,τ , em funç̃ao da intensidade da taxa de deformação, γ̇, de ma-

teriais largamente utilizados na indústria como: carbopol aquoso, lama de perfuração, maionese

comercial e emuls̃ao deágua eóleo. Em todos os casos o modelo SMD recupera aproximada-

mente os resultados experimentais, incluindo as situações ondeτ tem valores muito abaixo da

tens̃ao limite de escoamento,τ0.

Por tratar-se de um modelo recentemente proposto, a literatura apresenta poucos tra-

balhos que empregam o modelo SMD. Souza Mendeset al. [14] fazem uma ańalise nuḿerica

e experimental do escoamento de um fluido viscoplástico em uma expansão abrupta seguida por

uma contraç̃ao abrupta. Naccacheet al [15] fazem uma ańalise nuḿerica do escoamento de um

fluido viscopĺastico em uma expansão seguida por uma contração. Portanto novos estudos usando



32

o novo modelo propostóe altamente recomendável.



Caṕıtulo 2

Formulação F́ısica

Neste caṕıtulo apresentam-se as equações governantes do problema. Inicialmente, es-

tas equaç̃oes s̃ao apresentadas em sua forma completa e depois são aplicadas as hipóteses sim-

plificadoras descritas na Seção (1.2). Em seguida, discute-se o modelo constitutivo para fluidos

não newtonianos conhecido como modelo constitutivo de Fluido Newtoniano Generalizado. Ao

discutir o modelo constitutivo surge a necessidade da escolha de uma função para a viscosidade.

A função escolhidáe a funç̃ao proposta por Souza Mendes e Dutra [2]. Por se tratar de uma

função recentemente proposta, o presente trabalho dispende uma grande atenção em seu detal-

hamento. Apresenta-se ainda as condições de contorno que caracterizam o problema e, finalmente,

as equaç̃oes governantes são adimensionalizadas e os parâmetros adimensionais decorrentes dessa

adimensionalizaç̃ao s̃ao comentados.

2.1 Equaç̃oes Governantes

A Equaç̃ao (2.1) descreve a continuidade em sua forma tensorial, ondeρ é a massa

espećıfica do material eu é o vetor velocidade.
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∇ · (ρu) +
∂ρ

∂t
= 0 (2.1)

A Equaç̃ao (2.2) representa a conservação da quantidade de movimento em sua forma

tensorial, ondeT é o tensor das tensões eg é o vetor gravidade.

ρ

(
∂u

∂t
+ u · ∇u

)
= ∇ ·T + ρg (2.2)

Por tratar-se de um escoamento em uma geometria axissimétrica, as equações gover-

nantes s̃ao representadas em coordenadas cilı́ndricas. A Equaç̃ao (2.3) descreve a continuidade em

coordenadas cilindricas, ondev é a velocidade na direção radial,w é a velocidade na direçãoθ eu

é a velocidade na direção axial.

1

r

∂(rρv)

∂r
+

1

r

∂(ρw)

∂θ
+

∂(ρu)

∂x
+

∂ρ

∂t
= 0 (2.3)

A conservaç̃ao da quantidade de movimento, em coordenadas cilindricas,é represen-

tada pelas Equações (2.4), (2.5) e (2.6), ondeTrr, Tθr,Txr Tθθ, Trθ, Txθ, Trx, Tθx e Txx são os

componentes do tensor da tensão.

direç̃aor

ρ

(
∂v

∂t
+ v

∂v

∂r
+

w

r

∂v

∂θ
− w2

r
+ u

∂v

∂x

)
=

1

r

∂(rTrr)

∂r
+

1

r

∂(Tθr)

∂θ
+

∂(Txr)

∂x
− Tθθ

r
+ ρgr (2.4)

direç̃aoθ

ρ

(
∂w

∂t
+ v

∂w

∂r
+

w

r

∂w

∂θ
+

vw

r
+ u

∂w

∂x

)
=

1

r2

∂(r2Trθ)

∂r
+

1

r

∂(Tθθ)

∂θ
+

∂Txθ

∂x
+

Tθr − Trθ

r
+ ρgθ

(2.5)

direç̃aox

ρ

(
∂u

∂t
+ v

∂u

∂r
+

w

r

∂u

∂θ
+ u

∂u

∂x

)
=

1

r

∂(rTrx)

∂r
+

1

r

∂(Tθx)

∂θ
+

∂(Txx)

∂x
+ ρgx (2.6)
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Considerando as hipóteses apresentadas na seção (1.2), as equações governantes tomam

a forma das Equações (2.7), (2.8) e (2.9)

1

r

∂(rv)

∂r
+

∂(u)

∂x
= 0 (2.7)

direç̃aor

ρ

(
v
∂v

∂r
+ u

∂v

∂x

)
=

1

r

∂(rTrr)

∂r
+

∂(Txr)

∂x
+ ρgr (2.8)

direç̃aox

ρ

(
v
∂u

∂r
+ u

∂u

∂x

)
=

1

r

∂(rTrx)

∂r
+

∂(Txx)

∂x
+ ρgx (2.9)

Relaciona-se o tensor das tensões,T, com o tensor extra tensão,τ , assim as equações

da conservaç̃ao da quantidade de movimento tomam a forma das Equações (2.10) e (2.11).

direç̃aor

ρ

(
v
∂v

∂r
+ u

∂v

∂x

)
= −∂p

∂r
+

(
1

r

∂(rτrr)

∂r
+

∂(τxr)

∂x

)
+ ρgr (2.10)

direç̃aox

ρ

(
v
∂u

∂r
+ u

∂u

∂x

)
= −∂p

∂x
+

(
1

r

∂(rτrx)

∂r
+

∂(τxx)

∂x

)
+ ρgx (2.11)

O tensor extra tensão, τ , é calculado atrav́es da proposiç̃ao de um modelo constitu-

tivo. Esse modelo relaciona o tensor extra tensão com as propriedades do material e o campo de

velocidades do escoamento.

2.2 Modelo Constitutivo

Utiliza-se o modelo constitutivo de Fluido Newtoniano Generalizado ou modelo FNG.

O modelo FNG tem a forma da Equação (2.12).
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τ = η(γ̇)γ̇ (2.12)

O tensor taxa de deformação é definido comȯγ = ∇u + (∇u)T e sua intensidadée

calculada poṙγ =
√

1
2
tr(γ̇).

No presente trabalho a função viscosidadée calculada pela função proposta por Souza

Mendes e Dutra [2].

2.3 Funç̃ao Viscosidade

Para um bom entendimento do trabalhoé necesśario fazer uma ańalise detalhada do

modelo SMD. Esse modelo propõe para a intensidade da tensão cisalhante,τ , uma funç̃ao cont́ınua

da intensidade da taxa de deformação γ̇ com mostra a Equação (2.13).

τ = [1− exp(−η0γ̇

τ0

)](τ0 + κγ̇n) (2.13)

Na Equaç̃ao (2.13),η0 é a viscosidade em baixas taxas de escoamento,τ0 é a tens̃ao

limite de escoamento,κ é oı́ndice de consistência en é oı́ndice de pot̂encia power-law.

Na Figura (2.1) nota-se que cada um desses parâmetros possui significado fı́sico. Nota-

se tamb́em que o gŕafico τ × γ̇ apresenta tr̂es regĩoes distintas: a região newtoniana, a região de

jump e a regĩao power-Law.

A região newtonianáe aquela na qual as tensões cisalhantes,τ , est̃ao abaixo da tensão

limite de escoamentoτ0. Nessa região, o modelo SMD prev̂e uma viscosiade igual aη0 a medida

queγ̇ → 0, como mostra a Equação (2.14).
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Figura 2.1: Grafico da Tens̃ao cisalhante,τ , versus intensiade da taxa de deformação, γ̇, para o modelo

SMD, em escala logaritmica.
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−η0γ̇

τ0

)

τ0 + κγ̇n − nκγ̇n

(τ0 + κγ̇n)2

lim
γ̇→0

η =
η0/τ0

τ0/τ 2
0

lim
γ̇→0

η = η0 (2.14)

Decorrente disso, o modelo SMD propõe para o ćalculo deη0 a Equaç̃ao (2.15).
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η0 =
τ

γ̇
∼= τ0

γ̇0

(2.15)

A região de jumpé aquela na qual a tensão limite de escoamentóe atingida. Nessa

regĩao o modelo prev̂e um consideŕavel aumento na intensidade da taxa de deformação sem grandes

efeitos na intensidade da tensão. Nesse contexto, a intensidade da taxa de deformação salta de um

valor γ̇0 para um valorγ̇1 enquantoτ1
∼= τ0, como mostra a Figura (2.1). No presente trabalho,

admite-se a intensidade da taxa de deformação γ̇1 como intensidade da taxa de deformação carac-

teŕıstica do problema, assiṁγc = γ̇1. Para a escolha da intensidade da tensão caracterı́stica,τc,

utiliza-se o fato de queτ1
∼= τ0 para admitir queτc = 2τ0. Admitindo tamb́em que

γ̇c

γ̇0

→ ∞,

calcula-sėγc conforme mostra a Equação (2.16):

2τ0 = τc,

2τ0 = τ0 − τ0exp(−η0γ̇c

τ0

) + (1− exp(−η0γ̇c

τ0

))κγ̇n
c

utilizando a Equaç̃ao (2.15)

κγ̇n
c (1− exp(− γ̇c

γ̇0

)) = τ0 + τ0exp(− γ̇c

γ̇0

)

γ̇c =
(τ0

κ

) 1

n




1 +
1

exp(
γ̇c

γ̇0

)

1− 1

exp(
γ̇c

γ̇0

)




1

n

γ̇c
∼=

(τ0

κ

) 1

n (2.16)

O salto na taxa de deformação origina um par̂ametro reoĺogico adimensional chamado

jump (J) calculado como:
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J =
γ̇c − γ̇0

γ̇0

=
γ̇c

γ̇0

− 1 (2.17)

utilizando a Equaç̃ao (2.15)

J =
η0

τ0

γ̇c − 1 (2.18)

utilizando a Equaç̃ao (2.16)

J =
η0τ

(
1− n

n
)

0

κ
(
1

n
)

(2.19)

A região power-laẃe aquela na qual as tensõesτ est̃ao acima da tensão caracterı́stica

do escoamentoτc. Nessa região, a medida quėγ → ∞ tem-se que(1 − exp(−η0γ̇

τ0

)) → 1. Sob

essas condiç̃oes o modelo SMD fica representado porτ = τ0+kγ̇n e portanto a funç̃ao viscosidade

recupera o modelo de Herschel-Bulckley, como mostra a Equação (2.20).

η =
τ0

γ̇
+ κγ̇n−1 (2.20)

Os diferentes comportamentos que um fluido viscoplástico pode ter com o aumento

da intensidade da taxa de deformação, γ̇, é influenciado pelo parâmetro reoĺogicon. Paran = 1,

tem-se que o fluido comporta-se como um plástico ideal. Paran < 1 tem-se uma diminuiç̃ao

da viscosidade com o aumento da intensidade da taxa de deformação, esse comportamentoé de-

nominado pseudo-plástico. Paran > 1 tem-se um aumento da viscosidade com o aumento da

intensidade da taxa de deformação, esse comportamentoé denominado dilatante.

Na regĩao power-law óındice de consistência do materiaĺe obtido traçando-se uma reta

tangentèa regĩao power-law, representada porτ = κγ̇n, at́e interceptar com a reta paralela ao eixo

τ em γ̇ = 1s−1, sob essas condições tem-seτ = κ com podemos ver na Figura (2.1). Finalmente,
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n pode ser obtido definindo-se dois pontos sobre a região power-law e obtendo-se uma inclinação

n =
lnτ2 − lnτ1

lnγ̇2 − lnγ̇1

.

O modelo SMD define portanto três regĩoes. A regĩao newtoniana, na qualτ < τ0, a

regĩao de jump, na qualτ0 ≤ τ ≤ 2τ0, e a regĩao power-law, na qualτ > 2τ0

2.4 Condiç̃oes de Contorno

Figura 2.2: Doḿınio fı́sico mostrando as condições de contorno

Nos contornos (1), o escoamentoé desenvolvido com pressão a montante,Pi, e a

jusante,Po, prescritas.

u · ∇u = 0 , Pi = P ePo = p

As paredes do tubo, contorno (2), são imperméaveis e ñao h́a deslizamento do fluido.

u = v = 0

Ao longo do eixo de simetria, contorno (3), não existe tens̃ao de escoamento e veloci-

dade radial.

(n · T ) · t = 0 e n · u = 0
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2.5 Adimensionalizaç̃ao

Define-se nessa seção as dimens̃oes caracterı́sticas do problema para adimensionalizar

as equaç̃oes governantes. Do processo de adimensionalização surgem naturalmente os parâmetros

adimensionais que regem o problema.

Para o processo de adimensionalização deve-se escolher um conjunto de parâmetros

caracteŕısticos do problema. No presente trabalho os parâmetros caracterı́sticos s̃ao escolhidos

como proposto por Souza Mendes [16].

Escolhe-se como comprimento caracterı́stico do problema o raio do tubo a jusante .

Assim, a forma adimensional das coordenadasx ey são com mostra a Equação (2.21).

x∗ =
x

R0

e r∗ =
r

R0

(2.21)

As dimens̃oes escolhidas para adimensionalizar os componentesu e v da velocidade

é o produto da taxa de deformação caracterı́stica, calculada com na Equação (2.16), pelo raio do

dutoà jusante. Portanto, os componentes adimensionais da velocidade são calculadas conforme a

Equaç̃ao (2.22).

u∗ =
u

R0γ̇c

e v∗ =
v

R0γ̇c

(2.22)

Na adimensionalização dos componentes do tensor extra tensão e da pressão, utiliza-se

τ0 com tens̃ao caracterı́stica.

τ ∗ =
τ

τ0

e p∗ =
p

τ0

(2.23)

O par̂ametro adimensionalτ ∗c é um par̂ametro adimensional caracterı́stico do escoa-

mento quée calculado pela razão entre a tensão cisalhante na parede do duto a jusante,τc, e a tens̃ao

caracteŕıstica do problemaτ0. A tens̃ao cisalhante na parede do duto a jusante,τc, é obtida pela
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soluç̃ao nuḿerica da equaç̃ao de momento na região de escoamento desenvolvido, como mostra a

Equaç̃ao (2.24).

τ ∗c =
τc

τ0

=

∂p

∂x

R0

2
τ0

(2.24)

Ao adimensionalizar a viscosidade, utiliza-se a viscosidade caracterı́stica do problema

calculada como:ηc =
τ0

γ̇1

. Portanto a viscosidade adimensionalé calculada conforme mostra a

Equaç̃ao (2.25)

η∗ =
η

ηc

=
γ̇1

τ0

η (2.25)

Estabelecidas as dimensões caracterı́stica do problema, faz-se a adimensionalizção das

equaç̃oes que governam o problema.

Com a adimensionalização do modelo constitutivo chega-se a Equação (2.26).

τ ∗ = η∗(γ̇∗)γ̇∗ (2.26)

Com a adimensionalização da funç̃ao viscosidade chega-se a Equção (2.27).
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η =
τ

γ̇

η =
1

γ̇
(1− exp(−η0γ̇

τ0

))(τ0 + κγ̇n)

η∗ηc =
1

γ̇∗γ̇1

(1− exp(−η0γ̇1

τ0

γ̇∗))(τ0 + κγ̇n
1 γ̇∗n)

η∗
τ0

γ̇1

=
1

γ̇∗γ̇1

(1− exp(−η0γ̇1

τ0

γ̇∗))(τ0 + κγ̇n
1 γ̇∗n)

utilizando a Equaç̃ao (2.19)

η∗ =
1

τ0γ̇∗
(1− exp(−(J + 1)γ̇∗))(τ0 + κγ̇n

1 γ̇∗n)

η∗ = (1− exp(−(J + 1)γ̇∗))(
1

γ̇∗
+

κ

τ0

γ̇n
1 γ̇∗(n−1))

utilizando a Equaç̃ao (2.16)

η∗ = (1− exp(−(J + 1)γ̇∗))(
1

γ̇∗
+ γ̇∗(n−1)) (2.27)

Com a adimensionalização da equaç̃ao da continuidade e da equação da conservação

da quantidade de movimento chega-se as Equações (2.28), (2.29) e (2.30) respectivamente.

1

r∗
∂(r∗v∗)

∂r∗
+

∂(u∗)
∂x∗

= 0 (2.28)

direç̃aor

ρR0(γ̇cR0)

ηc

(
v∗

∂v∗

∂r∗
+ u∗

∂v∗

∂x∗

)
= −∂p∗

∂r∗
+

(
1

r∗
∂(r∗τ ∗rr)

∂r∗
+

∂(τ ∗xr)

∂x∗

)
+

ρR2
0gr

ηc(γ̇cR0)

(2.29)

direç̃aox

ρR0(γ̇cR0)

ηc

(
v∗

∂u∗

∂r∗
+ u∗

∂u∗

∂x∗

)
= −∂p∗

∂x∗
+

(
1

r∗
∂(r∗τ ∗rx)

∂r∗
+

∂(τ ∗xx)

∂x∗

)
+

ρR2
0gx

ηc(γ̇cR0)

(2.30)
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Define-se portanto dois novos parâmetros adimensionais que governam o problema.

Um deleśe a raz̃ao entre a forças de inércia e as forças viscosa, calculado como na Equação (2.31).

Esse par̂ametroé conhecido como ńumero de Reynolds reológico,Rer, poisé obtido atrav́es dos

par̂ametros reoĺogicosγ̇c eηc.

Rer =
ρR0(γ̇cR0)

ηc

(2.31)

Outro par̂ametro adimensional que governa o problemaé a raz̃ao entre as forças de

corpo e as forças viscosas, calculado como na Equação (2.32)

Q =
ρR2

0g

ηc(γ̇cR0)
(2.32)

O presente trabalho considera inicialmente um escoamento de um fluido muito viscoso

e em baixas vaz̃oes. Portanto, o ńumero de Reynoldes pode ser considerado desprezı́vel. Ainda

tratando-se de um escoamento horizontal, a força de corpoé incorporada numa pressão modificada.

Portanto, as equações governantes do problema tomam a forma final conforme as

Equaç̃oes (2.33), (2.34), (2.35) e (2.36).

Equaç̃ao da Continuidade:

1

r∗
∂(r∗v∗)

∂r∗
+

∂(u∗)
∂x∗

= 0 (2.33)

Equaç̃ao da conservação da quantidade de movimento:

direç̃aor

−∂p∗

∂r∗
+

(
1

r∗
∂(r∗τ ∗rr)

∂r∗
+

∂(τ ∗xr)

∂x∗

)
= 0

direç̃aox

−∂p∗

∂x∗
+

(
1

r∗
∂(r∗τ ∗rx)

∂r∗
+

∂(τ ∗xx)

∂x∗

)
= 0

(2.34)
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Modelo Constitutivo:

τ ∗ = η∗(γ̇∗)γ̇∗ (2.35)

Funç̃ao Viscosidade:

η∗ = (1− exp(−(J + 1)γ̇∗))(
1

γ̇∗
+ γ̇∗(n−1)) (2.36)



Caṕıtulo 3

Formulação Numérica

O método de elementos finitos com a aproximação de Galerkińe utilizado para a

soluç̃ao do problema. Neste ḿetodo, as variáveis s̃ao representadas em termos de funções de

base previamente conhecidas como mostra a Equação (3.1).

u =
∑

Ujφj ; v =
∑

Vjφj ; p =
∑

Pjχj
(3.1)

Funç̃oes base biquadráticas(φj) são usadas para representar o campo de velocidades e

funções descontı́nuas lineares(χj) para discretizar os campos de pressão.

Aparecem portanto, como variáveis do problema, os coeficientes da expansão :

C = [ Uj Vj Pj
]T (3.2)

As equaç̃oes de reśıduo correspondentes ao método de Galerkin s̃ao:

Ri
mx =

∫

Ω

[
∂φi

∂x
Txx +

∂φi

∂r
Txr

]
r‖J‖dΩ− f i

x (3.3)

Ri
mr =

∫

Ω

[
∂φi

∂x
Txr +

∂φi

∂r
Trr +

φi

r
Tθθ

]
r‖J‖dΩ− f i

r (3.4)
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Ri
c =

∫

Ω

[
χi

(
u
∂u

∂x
+

1

r

∂

∂r
(rv)

)]
r‖J‖dΩ (3.5)

Ondef i
x =

∫
Γ

ex · (n · T)φir
dΓ
dΓ

dΓ e f i
r =

∫
Γ

er · (n · T)φir
dΓ
dΓ

dΓ são os componentes de força

nos contornos nas direções axial e radial respectivamente e|J| é o determinante do Jacobiano de

transformaç̃ao de coordenadas .

Uma vez que todas as variáveis s̃ao representadas em termos das funções das bases,

o sistema de equações diferenciais parciais se reduz a um sistema de equações alǵebrico, onde os

coeficientes de expansão s̃ao as varíaveis que se necessitam calcular. Este problema agora constitui

um sistema de equações ñao lineares com uma matriz esparsa.

Usa-se o ḿetodo de Newton para solução do sistema de equações ñao lineares. A cada

interaç̃ao de Newtońe resolvido um sistema linear usando um solver frontal. O dominioé dividido

em2270 elementos que correspondem a3801 nós e25404 graus de liberdade resultando na malha

da Figura (3.1).

Figura 3.1: Malha eleita para a resolução do problema.

O método de Newton, usado na solução do sistema de equações ñao lineares, necessita

de uma boa aproximação inicial para a convergência do problema. Para a obtenção da soluç̃ao do

problema proposto, resolve-se uma série de problemas preliminares, obtendo-se, portanto, as boas

aproximaç̃oes iniciais necessárias. Esta śerie consiste na solução de casos iniciais mais simples

at́e que se cheguèa soluç̃ao do problema de interesse. A cada passo a solução encontradáe dada

como aproximaç̃ao inicial para pŕoximo passo.
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3.1 Teste de Malha

O primeiro teste de malháe baseado no cálculo do produtoFRe, conforme proposto

por Soareset al. [13]. Os autores mostram que se convenientemente escolhido o produtoé sempre

igual a64, independente do fluido ou da geometria.

Considerando-se o escoamento de um fluido newtoniano em uma região desenvolvida

na qualD é o dîametro do duto eu é a velocidade ḿedia, o ńumero de Reynoldśe calculado com

na Equaç̃ao (3.6).

Re =
ρuD

µ
=

8ρu2

µ(
8u

D
)

(3.6)

Esta representação é mais significativa por tratar-se realmente da razão entre forças de inércia,

8ρu2, e forças viscosasµ(
8u

D
) = τs. Generalizando-se para o escoamento de um fluido qualquer,

τs representa a tensão cisalhante na parede do duto em uma região de escoamento desenvolvido.

O fator de atrito,F , é usualmente definido como mostra a Equação (3.7).

F =
−∂p

∂x
D

1

2
ρu2

(3.7)

Assim, o produtoFRe para a regĩao desenvolvida de um escoamento qualqueré definido como

mostra a Equaç̃ao (3.8) .

FRe =
8ρu2

µ
8u

D

−∂p

∂x
D

1

2
ρu2

=
−16

∂p

∂x
D

τs

(3.8)

Utilizando-se as equações da conservação da quantidade de movimento para a região desenvolvi-

dada do escoamento chega-se queτs = −∂p

∂x

D

4
. Em conseqûencia disso conclui-se queFRe =

64. Portanto, no processo de seleção da malha apropriada ao problema, calcula-se inicialmente

o valor deτs, utilizando-se o modelo constitutivo SMD, para cada malha apresentada. Depois
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calcula-se o produtoFRe conforme mostra a Equação (3.8). As malhas que apresentam um valor

muito distante de 64 ñao devem ser utilizadas na resolução do problema.

Na Tabela (3.1) encontram-se as diferenças entre as malhas inicialmente propostas,

malha 1 e malha 2, e a malha eleita para a resolução nuḿerica do problema em questão.

Tabela 3.1:Comparaç̃ao entre as malhas propostas para a solução do problema.

malha 1 malha 2 malha eleita

número de elementos 250 350 2.270

número de ńos 1.081 1.491 3.801

graus de liberdade 2.912 4.032 25.404

FRe 16,119 19,046 63,323

Para o ćalculo deFRe utiliza-se um escoamento de um fluido não newtoniano com os

valores deJ = 1.000 e n = 1. Nas Figuras (3.2) e (3.4) encontram-se as malhas descartadas por

apresentaremFRe muito diferente de64.

Outro crit́erio utilizado na escolha da malhaé a observaç̃ao das linhas de corrente. Esse

critério é utilizado para visualizar as regiões que necessitam de refinamento da malha. Por tratar-se

de uma contraç̃ao abrupta, espera-se a formação de recirculaç̃ao pŕoxima à regĩao da contraç̃ao,

portanto um refinamento nessa região é de grande importância para a obtenção de dados repre-

sentativos. Todos os testes para o refinamento da malha, foram realizados para um escoamento

newtoniano.

Na Figura (3.2) observa-se o refinamento proposto para a primeira malha. Para esse

refinamento da malha não h́a um bom comportamento das linhas de corrente próximasà regĩao da

contraç̃ao, como pode-se notar na Figura (3.3).

Na Figura (3.4) observa-se o refinamento proposto para a segunda malha. Para esse

refinamento nota-se uma melhora no comportamento das linhas de corrente em relação ao refina-
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Figura 3.2: Primeira malha proposta para a resolução do problema.

Figura 3.3: Primeira malha proposta para a resolução do problema mostrando as linhas de corrente para o

escoamento de um fluido newtoniano.

mento proposto inicialmente. Na Figura (3.5) encontra-se as linhas de corrente para a segunda

malha proposta para a resolução do problema.

Figura 3.4: Segunda malha proposta para a resolução do problema.
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Figura 3.5: Segunda malha proposta para a resolução do problema mostrando as linhas de corrente para o

escoamento de um fluido newtoniano.

Na Figura (3.6) observa-se o refinamento da malha eleita para a análise do problema

proposto. Na Figura (3.7) nota-se uma melhora significativa do comportamento das linhas de

corrente, em relaç̃aoàs malhas propostas anteriormente.

Figura 3.6: Malha eleita para a resolução do problema.
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Figura 3.7: Malha eleita para a resolução do problema mostrando as linhas de corrente para o escoamento

de um fluido Newtoniano.

Finalmente, pela utilizaç̃ao dos dois crit́erios mencionados acima chega-se a conclusão

de que a malha representada na Figura (3.6)é uma boa escolha para a análise do problema em

quest̃ao.



Caṕıtulo 4

Resultados

Apresentam-se aqui os resultados que se obtém atrav́es da t́ecnica nuḿerica descrita

no caṕıtulo anterior. O presente trabalho focaliza sua análise nos campos de tensão e taxa de

deformaç̃ao, no perfil de velocidade na entrada do duto e na queda de pressão ao longo da linha

de simetria do escoamento. Os dados obtidos não s̃ao adimensionais e consideramRe despreźıvel,

τ0 = 0.5 eκ = 1. Os par̂ametros analisados são os par̂ametros reoĺogicosJ en, e o par̂ametro de

escoamentoτ ∗c . O efeito doJ é analizado para os valores 10; 100; 1.000 e 2.500; o efeito den é

analizado para os valores 1; 0,9; 0,8 e 0,7, e o efeito deτ ∗c é analisado para os valores 1; 5; 10; 50;

70; 80; 100 e 200. Sendo o modelo SMD recentemente proposto, existem poucos trabalhos que

podem ser utilizados para a comparação dos resultados.

4.1 Análise do campo de taxa de deformaç̃ao.

Nas Figuras (4.1), (4.2), (4.3), (4.4), (4.5) e (4.6) encontram-se os campos de taxa de

deformaç̃ao do escoamento proposto pelo presente trabalho na forma dimensional.

Cada uma dessas figuras está dividida em duas colunas. Na primeira coluna, que

encontra-sèa equerda, o campo de taxa de deformação est́a dividido em tr̂es bandas :̇γ < γ̇0,
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γ̇0 < γ̇ < γ̇c e γ̇ > γ̇c. O proṕosito dessa divis̃ao é facilitar a visualizaç̃ao das tr̂es regĩoes em

que o modelo SMD́e dividido. Na segunda coluna, que encontra-seà direita, o campo de taxa de

deformaç̃ao est́a representado com maior número de bandas, o propósito dessa divis̃aoé facilitar a

visualizaç̃ao dos diversos valores da taxa de deformação no campo do escoamento.

O efeito do par̂ametro de escoamentoτ ∗c sobre o campo de taxa de deformação pode

ser analisado nas Figuras (4.1), (4.2), (4.3) e (4.4) cujos valores paraJ são10, 100, 1.000 e 2.500

respectivamente. Para cada uma dessas figurasn = 1 e o valor deτ ∗c aumenta de cima para

baixo admitindo os valores1; 5; 10; 50; 70; 80; 100 e200. A ańalise dessas figuras mostra o mesmo

resultado, o aumento do valor deτ ∗c promove uma diminuiç̃ao da regĩao pĺastica, regĩao na qual

γ̇ < γ̇c, acompanhada do afastamento dessa mesma região das paredes do duto. Isso ocorre pois,

dado queτ0 é fixo, o aumento deτ ∗c =
τc

τ0

representa um aumento deτc, comoτc é a maior tens̃ao

do doḿınio, é de se esperar que o fluido plastifique mais longe da parede, diminuindo a região em

que este fen̂omeno ocorre.

O efeito do par̂ametro reoĺogico J sobre o campo de taxa de deformação pode ser

analisado na Figura (4.5) cujos valores den e τ ∗c são fixados em1 e 10 respectivamente. Para a

Figura (4.5) o valor deJ aumenta de cima para baixo admitindo os valors10; 100; 1.000 e 2.500.

A análise dessa figura mostra que a região power-law mantém-se inalterada com a variação do

valor deJ . Isso ocorre pois fixado o valor den mant́em-se fixo o valor dėγc =
(τ0

κ

) 1

n , assim o

aumento do valor deJ =
γ̇c

γ̇0

− 1 promove uma diminuiç̃ao proporcional no valor dėγ0, por isso

é de se esperar que o aumento da região de jump promove uma diminuição da regĩao newtoniana

sem inflûencia na regĩao pawer-law. Pode-se obter o mesmo resultado da análise das Figuras (4.7),

(4.8), (4.9) e (4.10) para os demais valores deτ ∗c , para isso basta fazer a comparação de suas

respectivas linhas.

O efeito do par̂ametro reoĺogico n sobre o campo de taxa de deformação pode ser
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analisado na Figura (4.6) cujos valores deτ ∗c e J são fixados em10 e 2.500 respectivamente.

Para a Figura (4.6) o valor den diminui de cima para baixo admitindo os valores1; 0, 9; 0, 8 e

0, 7 respectivamente. A análise dessa figura mostra que o aumento do parâmetron promove um

aumento da região pĺastica. Isso ocorre pois o aumento do valor den promove uma diminuiç̃ao do

valor deγ̇c =
(τ0

κ

) 1

n , portanto para manter fixo o valor deJ =
γ̇c

γ̇0

−1 há um aumento do valor de

γ̇0, por issoé de se esperar que a diminuição da regĩao pawer-law promove um aumento da região

newtoniana sem inflûencia na regĩao de jump.

A influência dos par̂ametros reoĺogicosJ en e do par̂ametro de escoamentoτ ∗c perce-

bidos pelo presente trabalho está no mesmo sentido da indicada pelo estudo desempenhado por

Souza Mendeset al [14].
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Figura 4.1: ParaJ = 10, n = 1 e τ∗c = 1; 5; 10; 50; 70; 80; 100; 200. (a) Isobandas de taxa de deformação

dividida em tr̂es regĩoes:γ̇ < γ̇0, γ̇0 < γ̇ < γ̇c e γ̇ > γ̇c (b) Isobandas de taxa de deformação

γ̇.
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Figura 4.2: ParaJ = 100, n = 1 eτ∗c = 1; 5; 10; 50; 70; 80; 100; 200. (a) Isobandas de taxa de deformação

dividida em tr̂es regĩoes:γ̇ < γ̇0, γ̇0 < γ̇ < γ̇c e γ̇ > γ̇c (b) Isobandas de taxa de deformação

γ̇.
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Figura 4.3: ParaJ = 1000, e n = 1 e τ∗c = 1; 5; 10; 50; 70; 80; 100; 200. (a) Isobandas de taxa de

deformaç̃ao dividida em tr̂es regĩoes: γ̇ < γ̇0, γ̇0 < γ̇ < γ̇c e γ̇ > γ̇c (b) Isobandas de

taxa de deformaç̃aoγ̇.
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Figura 4.4: ParaJ = 2500, n = 1 e τ∗c = 1; 5; 10; 50; 70; 80; 100; 200. (a) Isobandas de taxa de

deformaç̃ao dividida em tr̂es regĩoes: γ̇ < γ̇0, γ̇0 < γ̇ < γ̇c e γ̇ > γ̇c (b) Isobandas de

taxa de deformaç̃aoγ̇.
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Figura 4.5: Paran = 1, τ∗c = 10 eJ = 10; 100; 1.000; 2.500. (a) Isobandas de taxa de deformação dividida

em tr̂es regĩoes:γ̇ < γ̇0, γ̇0 < γ̇ < γ̇c e γ̇ > γ̇c (b) Isobandas de taxa de deformaçãoγ̇.
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Figura 4.6: ParaJ = 2500, τ∗c = 10 en = 1; 0, 9; 0, 8; 0, 7. (a) Isobandas de taxa de deformação dividida

em tr̂es regĩoes:γ̇ < γ̇0, γ̇0 < γ̇ < γ̇c e γ̇ > γ̇c (b) Isobandas de taxa de deformaçãoγ̇.
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4.2 Análise do campo de tens̃ao.

Nas Figuras (4.7), (4.8), (4.9), (4.10), (4.11) e (4.12) encontram-se os campos de tensão

do escoamento proposto pelo presente trabalho. Os campos de tensão ñao est̃ao adimensionaliza-

dos, e apresentam 0,5 com valor da tensão limite de cisalhamento,τ 0 = 0, 5.

Cada uma dessas figuras está dividida em duas colunas. Na primeira coluna, que

encontra-sèa equerda, o campo de tensão est́a dividido em tr̂es bandas de tensão: τ < τ 0,

τ 0 < τ < 2τ 0 eτ > 2τ 0. O proṕosito dessa divis̃aoé facilitar a visualizaç̃ao das tr̂es regĩoes em

que o modelo SMD́e dividido. Na segunda coluna, que encontra-seà direita, o campo de tensãoé

representado com maior número de bandas. O propósito dessa divis̃aoé facilitar a visualizaç̃ao da

distribuiç̃ao das tens̃oes no campo do escoamento.

O efeito do par̂ametro de escoamentoτ ∗c sobre o campo de tensão pode ser analisado

nas Figuras (4.7), (4.8), (4.9) e (4.10) cujos valores paraJ são10; 100; 1.000 e 2.500 respectiva-

mente. Para cada uma dessas figuras tem-sen = 1 e o valor deτ ∗c aumenta de cima para baixo

admitindo os valores1; 5; 10; 50; 70; 80; 100 e 200. A ańalise dessas figuras mostram o mesmo

resultado, o aumento do valor deτ ∗c promove um aumento significativo da região power-law,

regĩao em queτ > 2τ0, ao mesmo tempo que promove uma diminuição das regĩoes de jump,

τ0 ≤ τ ≤ 2τ0, e newtoniana,τ < τ0. Percebe-se também que paraτ ∗c ≥ 50 o aumento da região

power-law se deve principalmenteà diminuiç̃ao da regĩao de jump ficando a região newtoniana

pouco modificada.

O efeito do par̂ametro reoĺogico J sobre o campo de tensão pode ser analisado na

Figura (4.11) cujos valores den e τ ∗c são fixados em1 e 10 respectivamente. Para a Figura (4.11)

o valor deJ aumenta de cima para baixo admitindo os valors10; 100; 1.000 e 2.500. A ańalise

dessa figura mostra que o aumento do valor deJ promove um aumento na região de jump devido

principalmente uma diminuição da regĩao newtoniana. Percebe-se portanto que a variação do
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par̂ametroJ não possui uma inflûencia significativa na variação da regĩao power-law. Pode-se

obter o mesmo resultado da análise das Figuras (4.7), (4.8), (4.9) e (4.10) para os demais valores

deτ ∗c , para isso basta fazer a comparação de suas respectivas linhas.

O efeito do par̂ametro reoĺogico n sobre o campo de tensão pode ser analisado na

Figura (4.12) cujos valores deτ ∗c e J são fixados em10 e 2.500 respectivamente. Para a Figura

(4.12) o valor den diminui de cima para baixo admitindo os valores1; 0, 9; 0, 8 e 0, 7 respectiva-

mente. A ańalise dessa figura mostra que o aumento do valor den promove um aumento da região

newtoniana devido principalmente uma diminuição da regiç̃ao de jump. Percebe-se portanto que a

variaç̃ao do par̂ametron, assim como a variação do par̂ametroJ , não possui inflûencia significativa

na variaç̃ao da regĩao power-law.
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Figura 4.7: ParaJ = 10, n = 1 e τ∗c = 1; 5; 10; 50; 70; 80; 100; 200. (a)Isobandas da tensão cisalhante

dividida em tr̂es regĩoes:τ < τ 0, τ 0 < τ < 2τ 0 e τ > τ 0 (b) Isobandas da tensão cisalhante

τ .
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Figura 4.8: ParaJ = 100, n = 1 e τ∗c = 1; 5; 10; 50; 70; 80; 100; 200. (a)Isobandas da tensão cisalhante

dividida em tr̂es regĩoes:τ < τ 0, τ 0 < τ < 2τ 0 e τ > τ 0 (b) Isobandas da tensão cisalhante

τ .
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Figura 4.9: ParaJ = 1000, n = 1 e τ∗c = 1; 5; 10; 50; 70; 80; 100; 200. (a)Isobandas da tensão cisalhante

dividida em tr̂es regĩoes:τ < τ 0, τ 0 < τ < 2τ 0 e τ > τ 0 (b) Isobandas da tensão cisalhante

τ .
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Figura 4.10: ParaJ = 2500, n = 1 e τ∗c = 1; 5; 10; 50; 70; 80; 100; 200. (a)Isobandas da tensão cisalhante

dividida em tr̂es regĩoes:τ < τ 0, τ 0 < τ < 2τ 0 eτ > τ 0 (b) Isobandas da tensão cisalhante

τ .
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Figura 4.11: Paran = 1, τ∗c = 10 e J = 10; 100; 1.000; 2.500. (a)Isobandas da tensão cisalhante dividida

em tr̂es regĩoes:τ < τ 0, τ 0 < τ < 2τ 0 eτ > τ 0 (b) Isobandas da tensão cisalhanteτ .
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Figura 4.12: ParaJ = 2500, τ∗c = 10 e n = 1; 0, 9; 0, 8; 0, 7. (a)Isobandas da tensão cisalhante dividida

em tr̂es regĩoes:τ < τ 0, τ 0 < τ < 2τ 0 eτ > τ 0 (b) Isobandas da tensão cisalhanteτ .
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4.3 Análise do perfil de velcidade na entrada do duto a jusante.

Nas Figuras (4.13), (4.14), (4.15), (4.16) e (4.17) encontram-se os perfis de velocidade

na entrada do duto a jusante para o escoamento proposto pelo presente trabalho. O perfil de ve-

locidade est́a representado pelo gráfico adimensional da velocidade na direção axial em funç̃ao do

raio. Cada uma das Figuras (4.13), (4.14), (4.15) e (4.16) apresenta a variação do perfil de ve-

lociade com o par̂ametroτ ∗c , que assume os valores1, 5, 10, 50, 70, 80, 100 e 200. A Figura (4.17)

apresenta a vairação do perfil de velocidade com o parâmetron, que assume os valores1; 0, 9; 0, 8

e0, 7.

O par̂ametro de escoamentoτ ∗c , que admite os valores1, 5, 10, 50, 70, 80, 100 e 200,

exerce inflûencia sobre o perfil de velocidade no duto a jusante, comoé posśıvel notar nas Figuras

(4.13), (4.14), (4.15)e (4.16) cujos valores paraJ são10, 100, 1.000 e 2.500 respectivamente. A

ańalise dessas figuras mostram que o perfil da velocidade torna-se mais plástico a medida queτ ∗c

assume os valores entre5 ≤ τ ∗c ≤ 70. Nota-se tamb́em que a medida queτ ∗c < 5 eτ ∗c > 70 o perfil

da velociade tende ao perfil parabólico, queé o perfil caracterı́stico do escoamento Newtoniano.

O par̂ametro reoĺogico J exerce uma notável inflûencia sobre o perfil de velocidade

no duto a jusante. A análise das Figuras (4.13), (4.14), (4.15) e (4.16), cujos valores paraJ são

10, 100, 1.000 e 2.500 respectivamente, mostra que o aumento do valor deJ torna o perfil de

velocidade cada vez mais plástico.

O par̂ametro reoĺogicon tamb́em exerce inflûencia sobre o perfil de velocidade, porém

essa inflûenciaé pequena para5 ≤ τ ∗c ≤ 70, com pode-se notar na Figura (4.17). Segundo a

ańalise da inflûencia deτ ∗c o casoτ ∗c = 10 encontra-se entre os perfis de velicidade mais plásticos.

Portanto espera-se que paraτ ∗c < 5 e τ ∗c > 70 a influência den seja melhor observada.
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Figura 4.13: Perfil de velocidade adimensional na entrada do duto paran = 1, J = 10 e τ∗c =1; 5; 10; 50;

70; 80; 100; 200.

Figura 4.14: Perfil de velocidade adimensional na entrada do duto paran = 1, J = 100 e τ∗c =1; 5; 10; 50;

70; 80; 100; 200.
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Figura 4.15: Perfil de velocidade adimensional na entrada do duto paran = 1, J = 1000 e τ∗c =1; 5; 10;

50; 70; 80; 100; 200.

Figura 4.16: Perfil de velocidade adimensional na entrada do duto paran = 1, J = 2.500 e τ∗c =1; 5; 10;

50; 70; 80; 100; 200.
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Figura 4.17: Perfil de velocidade adimensional na entrada do duto paraJ = 2.500, τ∗c = 10 e n=1; 0,9;

0,8; 0,7.



74

4.4 Análise da press̃ao na linha de simetria.

Nas Figuras (4.18), (4.19), (4.20) e (4.21) encontram-se representados os gráficos adi-

mensionais da perda de pressão ao longo da linha de simetria para o escoamento proposto pelo pre-

sente trabalho. Cada uma das Figuras (4.18), (4.19), (4.20) e (4.21) apresenta a variação da press̃ao

ao longo da linha de simetria com o parâmetroτ ∗c , que assume os valores1, 5, 10, 50, 70, 80, 100

e 200. A Figura (4.22) apresenta um gráfico de correç̃ao de press̃ao localizada na contração em

função do par̂ametroτ ∗c para os diferentes valores deJ . E a Figura (4.23) apresenta um gráfico de

correç̃ao de press̃ao localizada na contração em funç̃ao do par̂ametroJ para as diferentes variações

do par̂ametroτ ∗c .

Na ańalise das Figuras (4.18), (4.19), (4.20) e (4.21) nota-se que o parâmetro de escoa-

mentoτ ∗c possui inflûencia sobre a perda de pressão ao longo da linha de simetria do escoamento.

Em cada uma das figuras citadas, para os valores deτ ∗c > 50 nota-se que a perda de pressão ocorre

quase totalmente no duto a jusante, enquanto que paraτ ∗c < 50 há perda de pressão em ambos os

dutos.

É de grande interesse a análise da perda de pressão localizada na contração. No pre-

sente trabalho faz-se essa análise atrav́es do estudo do parâmetro adimensional∆P ∗ =
∆P

4τc

,

sugerido por Mendeset al. [14], na qual∆P é a diferença entre a pressão que deveria ocorrer em

qualquer local na porção desenvolvido no duto se não hovesse perda de pressão e a atual pressão

no mesmo local devido a contração.

A análise das Figuras (4.22) e (4.23) mostra que o fator de correção da perda de pressão

localizada na contração,∆P ∗, não sofre inflûencia significativa do parâmero reoĺogicoJ . Para o

par̂ametro de escoamentoτ ∗c , nota-se que ele exerce uma grande influência sobre∆P ∗ para valores

deτ ∗c < 50. Nessas condiç̃oes, ao aumentar-se o valor deτ ∗c at́e 50 ocorre uma brusca queda no

valor de∆P ∗, aṕos τ ∗c atingir o valor 50, o acŕecimo do seu valor promove um comportamento
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assint́otico para∆P ∗. A influência dos par̂ametros reoĺogicosJ e do par̂ametro de escoamentoτ ∗c

percebidos pelo presente trabalho está no mesmo sentido da indicada pelo estudo desempenhado

por Souza Mendeset al [14].

Figura 4.18: Press̃ao adimensional ao longo da linha de simetria paran = 1, J=10 eτ∗c =1; 5; 10; 50; 70;

80; 100; 200.
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Figura 4.19: Press̃ao adimensional ao longo da linha de simetria paran = 1, J=100 eτ∗c =1; 5; 10; 50; 70;

80; 100; 200.

Figura 4.20: Press̃ao adimensional ao longo da linha de simetria paran = 1, J=1.000 eτ∗c =1; 5; 10; 50;

70; 80; 100; 200.
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Figura 4.21: Press̃ao adimensional ao longo da linha de simetria paran = 1, J=2.500 eτ∗c =1; 5; 10; 50;

70; 80; 100; 200.

Figura 4.22: Gráfico de correç̃ao de press̃ao localizada na contração em funç̃ao deτ∗c para J=10; 100; 1.000;

2.500.
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Figura 4.23: Gráfico de correç̃ao de press̃ao localizada na contração em funç̃ao deJ paraτ∗c =1; 5; 10; 50;

70; 80; 100; 200.



Caṕıtulo 5

Conclus̃ao

O presente trabalho estuda um novo modelo para fluidos viscoplásticos, modelo SMD,

proposto por Souza Mendes e Dutra [2] atráves da ańalise nuḿerica do escoamento em uma

contraç̃ao abrupta4× 1. Por tratar-se de um modelo recentemente proposto, a literatura apresenta

poucos trabalhos que empregam o modelo SMD, portanto, o presente trabalhoé um dos pioneiro

na ańalise do seu desempenho. Por tratar-se de escoamentos lentos de lı́quidos muito viscosos,

despreza-se os efeitos deRe eQ. O fluido é modelado como Fluido Newtoniano Generalizado

com a funç̃ao viscosidade SMD. O objetivo do presente trabalhoé a ańalise da inflûencia dos

par̂ametros reoĺogicosJ e n, que surgem ao adimensionalizar o modelo SMD, e do parâmetro

de escoamentoτ ∗c nos campos de tensão e taxa de deformação. Analisa-se também a inflûencia

desses parâmetro no perfil da velocidade na entrada do duto e na perda de pressão ao longo da linha

de simetria. As equações governantes são resolvidas numericamente pelo método dos elementos

finitos com a aproximaç̃ao de Galerkin.

As previs̃oes obtidas nesse trabalho, quando possı́vel, s̃ao confrontadas com os poucos

resultados disponı́veis na literatura a fim de validar as previsões encontradas.

A análise dos campos de tensão e taxa de deformação mostram que o aumento deτ ∗c

promove um aumento da região pawer-law devido a diminuição das regĩoes de jump e newtoniana.
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O aumento deJ promove um aumento da região de jump devido a uma diminuição da regĩao

newtoniana. O aumento den promove um aumento da região newtoniana devido a diminuição da

regĩao de jump. O mesmo comportamento foi obtido por Souza Mendes e Dutra [14] na análise

de um escoamento similar.

A análise do perfil de velocidade na entrada do duto mostra que elaé senśıvel aos

par̂ametrosτ ∗c e J . O aumento do parâmetroJ torna o perfil de velocidade mais plástico. Para o

par̂ametroτ ∗c o perfil da velocidade torna-se mais plástico a medida queτ ∗c assume os valores entre

5 ≤ τ ∗c ≤ 70. Nota-se tamb́em que a medida queτ ∗c < 5 e τ ∗c > 70 o perfil da velociade tende ao

perfil parab́olico, queé o perfil caracterı́stico do escoamento Newtoniano.

A análise da perda de pressão na linha de simetria mostra que o parâmetroJ quase ñao

possui inflûencia sobre o fator de correção de press̃ao localizada na contração, poŕem a medida que

aumena-se o parâmetroτ ∗c o fator de correç̃ao diminui at́e a assintotizaç̃ao. O mesmo resultado foi

obtido por Souza Mendes e Dutra [14] na análise de um escoamento similar.

Finalmente, uma análise nuḿerica do deslocamento de materiais viscoplásticos ainda

deve ser conduzida para substanciar os resultados apresentados no presente trabalho, abordando

faixas maiores deJ en do que as analisadas aqui. Ainda, outros modelos de fluidos viscoplásticos

consagrados pela literatura podem ser estudados com o objetivo de comparar os resultados.
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