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Análise Numérica do Deslocamento de Lı́quidos
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VITÓRIA

2004



i

Dione Alves de Sousa
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Rodrigues Bittar .



Sumário

Sumário vii

Lista de Figuras ix

Lista de Tabelas xiii

Resumo xiv

Abstract xvi

1 Introdução 21

1.1 Motivação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

1.2 Caracterização do problema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

1.3 Estado da Arte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2 Formulação Fı́sica 32

2.1 Equações governantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.2 Condições de contorno . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2.3 Adimensionalização . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36



viii

2.4 Modelo Constitutivo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3 Formulação Numérica 42
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Resumo

O deslocamento de fluidos em tubos capilares por injeção de gás ocorre em

diferentes processos industriais como: a recuperação de óleos em meios porosos, o pro-

cesso de revestimento de superfı́cies internas de tubos capilares e a produção de moldes

vazados. Uma outra grande motivação para o estudo desse fenômeno é a análise do pro-

cesso de deslocamento de muco em vias aéreas pulmonares. Visto que tais fenômenos são

caracterizados pela presença de superfı́cie livre, é fundamental o estudo da influência do

número de capilaridade para sua compreensão. Ainda, freqüentemente, estão presentes

nesses processos fluidos de natureza não Newtoniana, fazendo-se necessário o estudo dos

efeitos de seus parâmetros reológicos.

Para modelar o comportamento não Newtoniano dos fluidos analisados, utiliza-

se o modelo de Fluido Newtoniano Generalizado (FNG) com duas funções de viscosi-

dade: a power law para prever o comportamento pseudo-plástico, e a de Papanastasiou

para prever o comportamento viscoplástico dos materiais.

O presente trabalho focaliza seu estudo na previsão numérica da fração de

massa depositada na parede do tubo, por ser um parâmetro fundamental nos processos

anteriormente citados. Além disso, a forma da interface e o padrão de linhas de corrente
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também são analisados.

As equações governantes do problema são resolvidas acopladamente através

da técnica de Elementos Finitos com a aproximação de Galerkin.

Algumas hipóteses são feitas visando a simplificação do problema por con-

siderar que não representam perda de generalidade. Por tratar-se de escoamentos lentos

de fluidos muito viscosos em tubos capilares, são desprezados os efeitos da inércia e do

empuxo. Além disso com conveniente mudança de referencial pode-se tratar o problema

como permanente.

Os resultados são comparados com outros trabalhos numéricos e experimen-

tais presentes na literatura. Essas comparações mostram uma boa concordância para os

casos com fluidos Newtonianos e não Newtonianos com abordagem numérica e qualitati-

vamente para abordagens experimentais com fluidos não Newtonianos.



Abstract

The liquid displacement by gas injection occurs in many industrial process

like enhanced oil recovery, coating of internal surfaces of tubes and gas injection mo-

delling. Other important application is the mucous displacement process in pulmonary

airways. These processes are characterized by the presence of free surfaces. Hence, it is

fundamental to analyze capillary number. Furthermore, the presence of non Newtonian li-

quids in these kind of application is quite common. Them, the study of rheological effects

is necessary for a satisfactory understanding of the afore mentioned processes.

The fluids are modelled by the Generalized Newtonian Model (FNG) with

two viscosity functions: the power-law and the Papanastasiou function. The first of these

function is used to analyze the shear thinning behavior of the materials and the second is

used to analyze their viscoplastic properties.

The fraction of mass deposited on the tube wall is a fundamental parameter

in all the processes previously mentioned . Hence, the present work focalize on this

parameter. In addition, the shape of the tip interface and the stream lines configurations

are studied.

The problem is analyzed using a referential frame positioned on the tip of
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the interface. From this point of view, the problem can be treated as steady. The set of

differential equations derived from physical modelling are solved by the Finite Element

Method with the Galerkin approximation.

Because the processes of interest analyzed by the present work are charac-

teristically slow and the liquids are rather viscous, the Reynolds number and Boyince

number effects are neglected. The predictions of the present work are confronted with

other numerical and experimental data from literature. When compared with numerical

results, the predictions have quite good quantitative agreement, while the experimental

data available on literature show only qualitatively agrement.
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Nomenclatura

C
tensor unitárioDFE
: raio do tuboDFG
: raio da bolha� : coordenada radial� : coordenada axialH : comprimento do arco tal que I H ��J I��:KML1I#�NK= � : vetor unitário na direção �=PO : vetor unitário na direção �DRQ
: raio médio de curvaturaD 4Q : raio médio de curvatura adimensional

n: vetor normal à superfı́cieS
: vetor tangente à superfı́cieT : ı́ndice de consistência da equação power-law� : ı́ndice de potência power-lawU : vetor gravidadeV
: pressão

T: tensor tensão

T’: tensor tensão adimensionalW
: velocidade de propagação da interfaceX : vetor velocidadeX 4 : vetor velocidade adimensional



19Y : velocidade axialZ : velocidade radialD = : número de Reynolds
D =[�]\�^�_`%'& : número de capilaridade %'&)� ` ^ab

: razão entre as forças de corpo e as forças viscosasc : coeficiente de empuxod
J
d
: determinante do Jacobiano de transformação de coordenadase � : componente de força axial no contornoe O : componente de força radial no contorno

Sı́mbolos Gregosf 4 : operador divergente adimensionalgh : tensor taxa de deformação�� : taxa de deformação (intensidade de
�� � , ikj lm� �� K�n� �� � : função viscosidade�>o : viscosidade caracterı́stica ��oM�-�n� �� �p : viscosidade Newtonianaq : massa especı́fica do fluidor : tensor extra-tensão� o : tensão caracterı́stica do escoamentos : tensão interfacialt5u

: funções base para as equações de velocidade e de malhav u : funções base para as equação da continuidade
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� : coordenada elementar� coordenada elementarw
: simboliza integrações no contornox
: simboliza integrações no interior do volume de controley ��������� : mapeamento do domı́nio fı́sico (x, r) z ( ����� )



Capı́tulo 1

Introdução

1.1 Motivação

O deslocamento de lı́quidos em tubos por injeção de gás é largamente obser-

vado em processos industriais. Entre eles, pode-se citar o processo de revestimento de

superfı́cies internas de tubos capilares, a produção de moldes vazados e a recuperação

de óleo em meios porosos. Além destes processos tı́picos da indústria, o deslocamento

de muco nas vias aéreas pulmonares pode ser analisado como um processo de gás des-

locando lı́quido em um espaço capilar. Em todos casos anteriormente citados, o fluido

deslocado possui caracterı́sticas altamente não newtonianas como a viscoplasticidade, o

que sugere uma análise criteriosa deste parâmetro para um bom entendimento do meca-

nismo de deslocamento de fluidos viscoplásticos em tubos.

Comentam-se a seguir, com mais detalhes, alguns aspectos das aplicações

anteriormente citadas.



22

Figura 1.1: Representação esquemática da fabricação de tubos por injeção de gás

Uma das técnicas usadas na fabricação de tubos a partir de polı́meros é co-

nhecida internacionalmente como GAIM ou gás injection molding. Neste processo o gás

é usado para dar forma aos tubos, conforme representado na Figura (1.1). O gas é injetado

em moldes cilı́ndricos preenchidos com o polı́mero em estado lı́quido. O gas desloca o

polı́mero deixando uma fração de material depositada na parede do molde e controlando a

sua espessura. Para que se tenha controle da espessura e da forma é necessário o controle

de parâmetros importantes do problema entre eles sem duvida os parâmetros reológicos

do polı́mero

O deslocamento de muco nas vias aéreas pulmonares, conforme representado

na Figura (1.2), é também uma motivação do presente trabalho. Nos pulmões os condutos

inferiores próximos aos alvéolos são de dimensões capilares.

Para manter as vias aéreas úmidas e expulsar partı́culas inaladas, o pulmão

produz um muco que possui caracterı́sticas não newtonianas. Em algumas situações a

produção de muco se torna excessiva, dificultando sua remoção para as vias aéreas superi-
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Ar Fluido

Figura 1.2: Representação esquemática do escoamento nas vias aéreas inferiores

ores. Nestas situações as vias aéreas podem ficar obstruı́das, dificultando a passagem de ar

e conseqüentemente a oxigenação ideal dos tecidos. Em alguns casos o grau de obstrução

compromete diretamente a saúde e a vida do indivı́duo, exigindo uma intervenção médica

em caráter de urgência. Portanto, um procedimento médico para atender tais casos é

a desobstrução das vias aéreas através de injeção de ar com medicamentos. Tal pro-

cedimento constitui, portanto, um mecanismo de deslocamento de lı́quidos em espaços

capilares.

Uma das grandes motivações deste trabalho é o processo de recuperação de

óleo em meios porosos. O reservatório é composto por um leito de rochas porosas con-

forme mostra esquematicamente a Figura (1.3). Um dos mecanismos largamente utiliza-

dos neste processo é a injeção de gás sob pressão no leito poroso que é responsável pela

remoção do óleo. Uma grande parte desse óleo encontra-se dentro das ligações capilares

entre um poro e outro, tornando necessária uma análise detalhada do fenômeno em nı́vel
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Gás Óleo

Figura 1.3: Representação esquemática do processo de remoção de óleo em leito poroso por

injeção de gás

capilar para maior controle e otimização da atividade de recuperação.

1.2 Caracterização do problema

Devido ao grande número de aplicações, não é raro encontrar na literatura

estudos sobre o deslocamento de fluidos em tubos capilares. A partir de trabalhos pio-

neiros como os de Fairbrother B Stubbs [7] e Taylor [19], que analisam o processo de

remoção de fluidos Newtonianos em tubos por injeção de gás, é crescente o interesse por

tal assunto.

Na mesma linha dos trabalhos anteriores, estuda-se numericamente o deslo-

camento de lı́quidos em tubos horizontais por injeção de gás.

No problema fı́sico o lı́quido que inicialmente preenche o tubo é deslocado

por uma bolha de gás cuja frente da interface move-se com velocidade
W

constante. Nesse

caso o problema é essencialmente transiente e por questões de simplificação resolvem-se
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b R0
GásLíquido

Figura 1.4: Representação do problema de interesse em um sistema de referência posicionado na

ponta da interface.

as equações governantes em relação a um referencial fixo posicionado na frente da inter-

face entre o lı́quido e o gás. Neste sistema, é equivalente considerar a interface fixa e as

paredes do tubo se movendo com velocidade
W

na direção contrária. A Figura (1.4) ilus-

tra o problema na configuração proposta com o referencial situado na frente da interface,

onde
D 6 é o raio interno do tubo e

D[G
é o raio da semi-bolha de gás.

Este trabalho propõe focalizar sua análise na determinação da parcela de

massa depositada na parede do tubo e no perfil da frente da interface bem como nos

padrões de linhas de corrente do processo de deslocamento de materiais viscoplásticos

em tubos capilares. A fração de massa depositada na parede do tubo, { , é calculada em

função da velocidade da frente da interface,
W

, e da velocidade média do escoamento su-

ficientemente distante da interface, |Y , e também pode ser calculada em função dos raios

do tubo e da bolha, conforme mostra a Equação (1.1).

{}�,
	~-� |YW�� K �,
	~�� DFGD 6 � K (1.1)
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Este parâmetro é fortemente dependente das propriedades não Newtonianas,

que são discutidas nas seções seguintes, e do número de capilaridade que se define con-

forme [12] pela Equação (1.2).

%'&)� �>o Ws (1.2)

Aqui �>o é uma viscosidade caracterı́stica do escoamento e s é a tensão super-

ficial entre o lı́quido e o gás.

Utilizam-se para solução numérica do problema as seguintes hipóteses sim-

plificadoras:

1. Regime permanente;

2. Inércia desprezı́vel;

3. Escoamento laminar;

4. Fluido incompressı́vel;

5. Simetria axial;

6. Tensão superficial, s , constante;

7. Condição de impermeabilidade e não deslizamento na parede;

8. Escoamento desenvolvido em uma seção suficientemente distante da frente da in-

terface;

9. Efeitos de empuxo desprezı́veis.
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Por sua relevância, algumas destas hipóteses são discutidas e justificadas na

Formulação Fı́sica do problema, Capı́tulo � .
1.3 Estado da Arte

A literatura apresenta um grande número de trabalhos numéricos e experi-

mentais que analisam o processo de deslocamento de lı́quidos viscosos em tubos capila-

res. Nesta seção fazem-se alguns comentários sobre os trabalhos mais relevantes para o

desenvolvimento do presente estudo.

Taylor [19] em 1960 apresenta um estudo experimental do deslocamento de

lı́quidos viscosos em tubos capilares por injeção de gás. Em seu trabalho Taylor analisa

a variação da parcela de massa depositada na parede do tubo, { , em função do número

de capilaridade, %'& . A análise gráfica sugere um valor assintótico para { de aproxima-

damente ���3">! quando o número de capilaridade se aproxima de $ . Taylor compara os

resultados com uma equação empı́rica proposta por Fairbrother B Stubbs [7]. Estes auto-

res propõem uma relação direta de { com o número de capilaridade dada por {}�����^a ���� .
Esta equação concorda com os resultados apresentados por Taylor para uma faixa bem re-

duzida de capilaridade, 0 � �^a � 0, 09. Taylor ainda sugere três possı́veis padrões de

linhas de corrente em relação a uma bolha estacionária. O padrão em baixas capilaridades

apresenta grandes recirculações com presença de anéis e pontos de estagnação. À medida

que se aumenta o número de capilaridade as recirculações desaparecem e um único ponto

de estagnação deve existir.

Cox [4] continua o estudo experimental iniciado por Taylor [19] e conclui
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que a fração de massa { depositada na parede assintotiza-se em aproximadamente 0,60

quando o número de capilaridade tende a 
� . Cox ainda desenvolve uma análise teórica

simplificada para o cálculo de { . Sua análise é adequada nos casos onde as forças cau-

sadas pela tensão superficial são desprezı́veis quando comparadas com as forças viscosas

( �^a .�. 1).

Cox [5], continuando a análise do problema anterior, desenvolve um estudo

de visualização objetivando confirmar os padrões de linhas de corrente sugeridos por

Taylor [19]. Verificam-se os padrões para valores extremos de capilaridade ( %'&�.�.
1 e %'&���� 
 ). No entanto, o padrão de transição não pode ser observado. Ainda, o autor

conclui que a bolha provoca uma perturbação apenas local no escoamento da ordem de
��3">� , onde � é o diâmetro do tubo.

Poslinski [15] Apresenta uma análise experimental do deslocamento de dois

fluidos viscoplásticos em tubos. Em seu trabalho o autor analisa a espessura de filme de-

positado na parede do tubo em função do número de Capilaridade. Seus resultados mos-

tram que a espessura do filme depositado na parede do tubo para um fluido viscoplástico

é menor quando comparado com um fluido Newtoniano.

Kamisli B Ryan [11] analisam o deslocamento de um fluido pseudo-plástico

em dutos circulares e retangulares através da injeção de gás. Resolve-se analiticamente

o escoamento bidimensional, usando um método de perturbação, a fim de estimar a

fração de massa { depositada na parede do duto como uma função do grau de pseudo-

plasticidade, quantificado pelo ı́ndice power-law, � . O método indica um aumento da

fração de massa, { , com a redução do ı́ndice � , discordando com prévias observações
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experimentais de Kamisli [9].

Soares, Sousa Mendes e Carvalho [17] analisam numericamente o escoa-

mento de fluidos pseudo-plásticos em tubos capilares. Con o uso da técnica de Elementos

Finitos, os autores apresentam previsões para a fração de massa depositada na parede do

tubo em função do número de Capilaridade e do grau de pseudo-plasticidade, definido

pelo parâmetro � . Suas previsões numéricas concordam com os dados experimentais de

Taylor [19] para a fração de massa retida no tubo, { , em função do número de Capilari-

dade. Ainda, Soares et al. [17] apresentam padrões de linhas de corrente que concordam

com as sugeridas por Taylor. Os resultados obtidos por Soares et al. [17] para o perfil

da frente da interface concordam com os resultados experimentais apresentados por Cox

[4] e Huzyak B Koelling [8] para fluidos Newtonianos. Os autores simulam uma faixa do

ı́ndice de potência de � �0����8 a � �0����*#8#$ . As previsões apresentadas recuperam qua-

litativamente os resultados experimentais apresentados por Kamisli [9], mostrando uma

redução da fração de massa depositada no tubo com o decréscimo do ı́ndice de potência.

Soares, Sousa Mendes e Carvalho [18] analisam a transferência de calor em

escoamentos laminares de materiais viscoplásticos na região de entrada de dois tubos

concêntricos. Modela-se o material como um Fluido Newtoniano generalizado, usando

a equação de Herschel-Bulkley para descrever a função viscosidade. As equações gover-

nantes do problema são resolvidas numericamente pelo método de volumes finitos. Os

autores propõem o uso de um novo número
e D = , fator de atrito de Darcy multiplicado pelo

número de Reynolds, como parâmetro de verificação do modelo numérico. Mostra-se que

o parâmetro
e D = modificado é sempre igual a !>* na região desenvolvida do escoamento,
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independente da geometria e das propriedades reológicas do fluido, podendo-se calcular

como: f
D =[���5���������� _��� . Como se mostra no Capı́tulo � , utiliza-se no presente trabalho este

parâmetro como critério de verificação da qualidade da malha.

Kamisli [10] estuda numericamente, usando métodos de perturbação, a deposição

de fluidos pseudoplásticos nas paredes de tubos verticais e inclinados. Seus resultados

mostram uma tendência de queda no raio da bolha com a diminuição do grau de pseu-

doplasticidade, parâmetro � , o que significa que quanto mais o fluido se afasta do com-

portamento Newtoniano maior é a fração de massa depositada, { , para os casos em que

o número de capilaridade é superior a 10. No entanto estes resultados vão de encontro

a resultados experimentais e aos recentes trabalhos numéricos apresentados na literatura

por Soares et al. [17].

Dimakopoulos B Tsamopoulos [6] em 2003 estudam numericamente o esco-

amento de fluidos viscoplásticos em tubos com e sem constrição. Utiliza-se o método de

elementos finitos e uma malha aproximadamente elı́ptica para resolver um escoamento

transiente em que um fluido viscoplástico é deslocado pela injeção de gás. Emprega-se o

modelo constitutivo de Fluido Newtoniano Generalizado com a equação de Papanastasiou

[14] para descrever a função viscosidade, contornando os efeitos de descontinuidade pre-

sentes na equação de fluido Plástico de Bingham [2] e na equação de biviscovidade [13].

Os autores exploram os efeitos da variação de pressão de entrada e da inércia na forma da

interface. Analisa-se também o efeito da tensão limite de escoamento, � 6 , na determinação

da espessura de massa depositada na parede ao longo do comprimento do tubo com e sem

constrição. Seus resultados mostram que para baixos valores de
D = a espessura do filme
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depositado se torna constante ao longo do escoamento exceto próximo a região de en-

trada. Mostram-se no Capı́tulo � comparações entre os resultados de Dimakopoulos B
Tsamopoulos e do presente trabalho.

Percebe-se finalmente com esta revisão bibliográfica que o estudo dos efeitos

de parâmetros reológicos no processo de deslocamento de lı́quidos em tubos para a análise

de efeitos como: deposição de massa na parede do tubo, padrões de linhas de corrente e

perfil da frente da interface é recente e ainda pouco explorado. Particularmente, são raros

os trabalhos envolvendo análise de fluidos viscoplásticos, o que motiva o presente traba-

lho. Portanto, pretende-se com esta dissertação contribuir para um melhor conhecimento

dos efeitos das propriedades desses fluidos no processo em questão.



Capı́tulo 2

Formulação Fı́sica

Neste capitulo faz-se a caracterização fı́sica do problema. Primeiramente,

são discutidas as hipóteses simplificadoras consideradas no capı́tulo (1) e em seguida

apresentam-se as equações governantes do problema na forma vetorial e em coordenadas

cilı́ndricas. Então, apresentam-se as condições de contorno usadas na caracterização do

problema. Posteriormente é apresentada a adimensionalização das equações, ressaltando

os conseqüentes parâmetros adimensionais. A seguir, apresenta-se o modelo constitutivo

de fluido não newtoniano utilizado no trabalho, com as duas equações utilizadas para

descrever o comportamento da viscosidade em função da taxa de deformação, concomi-

tantemente com algumas observações. E por fim, consideram-se hipóteses extras e as

equações são reapresentadas em sua forma final.

Segundo experimentos de Cox [4] o perfil da interface de um fluido newtoni-

ano com inércia desprezı́vel atinge sua forma final em aproximadamente 
��3">� da região

de entrada. Este fato permite uma mudança do referencial estacionário para um posi-
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cionado na frente da interface, o que possibilita um tratamento em regime permanente,

(hipótese (1)). Além disso, Cox mostra que o escoamento pode ser considerado desenvol-

vido suficientemente distante da frente da interface, (hipótese (8)).

A simetria axial é bastante razoável, segundo experimentos presentes na li-

teratura, quando se tem o empuxo desprezı́vel. Isso acontece quando o coeficiente de

empuxo c �]�����n�:� _ ���^ é suficientemente pequeno, (hipótese (5)).

A tensão superficial é geralmente constante em problemas isotérmicos na

ausência de surfactantes, (hipótese (6)).

2.1 Equações governantes

Os campos de velocidade e pressão assim como a forma da interface são mo-

delados pela Equação da continuidade, Equação 2.1 e pela equação da conservação de

quantidade de movimento, Equação (2.2).

Apresenta-se então a equação da continuidade na forma vetorial que repre-

senta o balanço de massa que deve ser satisfeito na obtenção dos resultados:

f��
u � � (2.1)

A equação de conservação de quantidade de movimento também é resolvida

na obtenção dos resultados e que apresenta-se em sua forma vetorial:

q u �Nf u � f0�  L q g (2.2)

Nas equações anteriores, u é o vetor velocidade, g é o vetor aceleração da
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gravidade local, q é a massa especı́fica do fluido e
 

é o tensor das tensões. A sua relação

com a taxa de deformação depende do modelo constitutivo utilizado.

Por se tratar de um escoamento num tubo e de o problema poder ser modelado

como bidimensional as equações podem ser expressas em coordenadas cilı́ndricas em

função de � e �
Equação da continuidade em coordenadas cilı́ndricas:


� ¡¡ � ��� Z �nL ¡ Y¡ � � � (2.3)

Equação de conservação de quantidade de movimento em coordenadas cilı́ndricas:

na direção �
q�¢:Z ¡ Y¡ � L Y ¡ Y¡ �¤£ � 
� ¡¡ � ����¥ � O��¦L ¡¡ � ��¥ ��� �¦L q�§ O (2.4)

na direção �
q�¢:Z ¡ Z¡ � L Y ¡ Z¡ �¤£ � 
� ¡¡ � ����¥¨O©O��ª~ ¥�«¬«� L ¡¡ � ��¥¨O � �¦L q�§ O (2.5)

Y e Z são os componentes axial e radial do campo de velocidade u, respecti-

vamente. ¥ ��� , ¥ � O , ¥¨O � , ¥¨O©O e ¥�«¬« são os componentes do tensor das tensões T e § O é o

componente da aceleração da gravidade local na direção radial.

2.2 Condições de contorno

A montante e distante o suficiente da interface, sessão (1) da Figura (2.1), o

escoamento é considerado completamente desenvolvido e a pressão constante:
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Figura 2.1: Domı́nio fı́sico do deslocamento de lı́quidos em tubos por injeção de gás, Os números

de 1 a 5 são as sessões onde são impostas as condições de contorno

n
�Nf

u � ®=°¯�� V 6 (2.6)

A jusante e distante o suficiente, sessão (2), não existe tração no lı́quido:

n
�
T �- (2.7)

Ao longo do eixo de simetria (3), não existe tensão de cisalhamento e veloci-

dade radial:

t
�²±

nT ³��-�´= n
�
u �-� (2.8)

Ao longo da parede do tubo (4), consideram-se as condições de não desliza-

mento e impermeabilidade:

u � W e � (2.9)
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Na interface gás-liquido (5), a tensão no lı́quido se equilibra com a tensão

superficial e não existe transporte de massa através da interface:

n
�
T � ¢ sDRQ L V 6 £ n (2.10)

n
�
u � � (2.11)

Onde s é a tensão superficial do lı́quido, n é o vetor normal unitário na direção

da superfı́cie livre e 
�µ DFQ é a curvatura media local da interface , calculada como:


D { n � 
j �:K¶ªL·�NK¶ ¡ t¡ H ~ � ¶� j �:K¶ªL·�NK¶ n (2.12)

t é o vetor tangente unitário na direção da superfı́cie livre, H é o comprimento

do arco em coordenadas cilı́ndricas ao longo da interface e � ¶ � ¡ ��µ ¡ H and � ¶ � ¡ ��µ ¡ H
são as derivadas espaciais com respeito a H .

2.3 Adimensionalização

Definem-se nesta seção as dimensões caracterı́sticas do problema e apresenta-

se a adimensionalização das equações de conservação de massa, de quantidade de movi-

mento, de impermeabilidade na interface e de descontinuidade de tensão na interface. A

partir deste processo surgem naturalmente os parâmetros adimensionais que governam o

problema. Escolhe-se o diâmetro � do tubo como o comprimento caracterı́stico, a ve-

locidade da interface,
W

, como a velocidade caracterı́stica e a viscosidade caracterı́stica,
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�>oM�-�n� �� om� , como função de uma taxa de cisalhamento caracterı́stica que é definida como�� o)� ^_¦¸ K . A tensão caracterı́stica � o é descrita em função das grandezas anteriores na

forma: � o/� `¬¹ ^_ . As grandezas adimensionais tomam a forma:
f 4 �º� f , operador

divergente, u 4 � u^ , velocidade, T 4 � T� ¹ , tensor das tensões.

A equação da continuidade adimensional em notação tensorial fica com a

forma:

f 4 � u 4 � � (2.13)

Substituindo as grandezas dimensionais pelas respectivas adimensionais nas

equações de conservação de quantidade de movimento, obtém-se para equações:

q W ��>o u 4 �Nf 4 u 4 � f 4 � T 4 L q g � K�>o W (2.14)

Define-se o número de Reynolds em função das propriedades fı́sicas do fluı́do

como

D =[� q W ��>o (2.15)

e a relação entre forças de corpo e forças viscosas como

b � q�§ � K�>o W (2.16)

Substituindo-se, então, (2.15) e (2.16) na Equação (2.14), obtém-se a seguinte equação

adimensional:
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D = u 4 �Nf 4 u 4 � f 4 � T 4 L b (2.17)

Agora, substituindo os parâmetros adimensionais nas equações de imperme-

abilidade e de descontinuidade de tensão na interface, chega-se às seguintes formas adi-

mensionais para as equações de interface:

» � u 4 � � (2.18)

» � �   4 �¼�0� 
%'& 
D 4Q L V 6 � » (2.19)

Onde %'& é o número de capilaridade, definido na Equação (1.2)

Em todos os processos que motivam o presente trabalho, os materiais apre-

sentam, geralmente, uma viscosidade caracterı́stica alta. Além disso, a velocidade de

deslocamento dos materiais é relativamente baixa e o tubo é capilar, ou seja, com diâmetro

muito pequeno. Portanto, a hipótese de um número de Reynolds desprezı́vel é razoável.

Ainda, como
b

é proporcional ao quadrado do diâmetro e ao inverso da viscosidade, esse

parâmetro assume valores muito pequenos e pode ser desprezado. Finalmente, com as

simplificações mencionadas,
b �-� e

D =[� � , as equações de conservação de quantidade

de movimento que governam o problema são reescritas em coordenadas cilı́ndricas, em

termos de seus componentes � e � , como mostram as equações (2.20) e (2.21).


� ¡¡ � ����¥ � O3�¦L ¡¡ � ��¥ ��� �¼� � (2.20)
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� ¡¡ � ����¥¨O©O��ª~ ¥�«¬«� L ¡¡ � ��¥¨O � �½�-� (2.21)

Conclui-se neste estágio da dissertação que o número de capilaridade, %'& ,
juntamente com os parâmetros reológicos, que surgem com a definição do modelo cons-

titutivo, governam o processo de deslocamento de lı́quidos viscosos em tubos capilares

com inércia desprezı́vel.

2.4 Modelo Constitutivo

Em aplicações de engenharia, é comum a ocorrência de fluidos de trabalho

que apresentam dependência entre a viscosidade e a taxa de deformação. Alguns fluidos

apresentam variações de viscosidade de até três ordens de grandeza com a taxa de cisa-

lhamento. Logo, é evidente que não se aplica a eles a Lei da Viscosidade de Newton, que

supõe a extra-tensão como função linear da taxa de deformação, sendo a viscosidade a

constante de proporcionalidade.

São apresentados e discutidos a seguir o modelo constitutivo de Fluido New-

toniano Generalizado, (FNG), que é utilizado no desenvolvimento desta dissertação e,

também, as equações que descrevem o comportamento da viscosidade com a taxa de

deformação.

Neste modelo, o Tensor das Tensões é decomposto, para um fluido incom-

pressı́vel, como:

T �,~½¯ I L r (2.22)
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Onde ¯ é a pressão e r é o tensor extra tensão definido como mostra a Equação (2.23)

r ���n� �� � gh (2.23)

Aqui,
gh � f u L � f u ¾ � é o tensor taxa de deformação e

�� �<¿ �K lm��� gh �mK sua intensidade.

Ainda, �n� �� � é a função viscosidade, que depende exclusivamente da intensidade da taxa

de deformação.

Esse modelo não é capaz de prever efeitos viscoelásticos, mas é razoável para

a descrição dos efeitos pseudoplásticos e viscoplásticos que são os efeitos de interesse do

presente trabalho.

A função viscosidade ( � ) é definida de acordo com o comportamento que se

deseja analisar.

Para modelar o comportamento pseudoplástico usa-se a função power-law

que calcula a viscosidade como:

�À� T ��:Á �5� (2.24)

Nesta função a viscosidade do fluido é caracterizada por dois parâmetros, o

ı́ndice de consistência T e pelo o ı́ndice de potência power-law � , onde
�� é intensidade da

taxa de deformação.

Para analisar os efeitos plásticos do lı́quido deslocado, utiliza-se, para descre-

ver o comportamento da viscosidade com a taxa de deformação, a equação proposta por

T.C. Papanastasiou [14] e que se escreve como a seguir:

�Â� p L � 6 �m
	~ÄÃ3Å�Æ � oPÇÈ ��� (2.25)
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Plástico perfeito

1
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Figura 2.2: É ��� em função de ÊË para equações de Papanastasiou com Ì½ÍÏÎ�ÐÐÐ�Ñ3Î�ÐÐ�Ñ3Î�Ð�Ñ3Î
Onde, � 6 é a tensão limite de escoamento, p é um patamar Newtoniano de viscosidade e� é uma constante de ajuste de curva.

A equação de fluido viscoplástico sugerida por E.C. Bingham [2], conhecida

como plástico perfeito, é descontı́nua na tensão, o que torna complexa sua utilização em

métodos computacionais.

Portanto, a sugestão de T.C. Papanastasiou [14], Equação (2.25), é uma forma

alternativa para a função viscosidade que contorna o problema da descontinuidade.

Na Figura (2.2) são apresentadas curvas de � em função de
�� para vários

valores de � , comparando-as com a curva do plástico de Binghan. A curva de tensão

descrita pela equação de Papanastasiou se aproxima à do fluido plástico de Bingham à

medida que se aumenta o valor de � . Conforme percebe-se na Figura (2.2), a equação

de Papanastasiou recupera os valores de tensão previstos pelo modelo ideal de Bingham

quando o parâmetro de ajuste � é suficientemente grande.



Capı́tulo 3

Formulação Numérica

O modelamento matemático de problemas fı́sicos é bastante útil na análise de

problemas complexos. Em análises numéricas é mais fácil isolar os efeitos de parâmetros

relevantes que em métodos experimentais. Com o desenvolvimento de computadores e

aprimoramento de métodos numéricos é possı́vel a solução de problemas complexos de

forma rápida e econômica. Uma série de outras vantagens torna a análise numérica muito

freqüente e útil, apesar de ser sempre necessária uma validação por resultados experimen-

tais.

Para analisar o problema descrito no capı́tulo anterior, resolvem-se as equações

da continuidade e da conservação da quantidade de movimento. Um fator complicador

presente no problema é a interface entre o liquido e o gás. Como se mostra na formulação

fı́sica do problema, é necessário o estabelecimento de condições de contorno na interface

cuja posição não é conhecida a priori. Este fato caracteriza o que se chama de problema

de superfı́cie livre. Uma forma para resolver esse tipo de problema é adotar um sistema
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Figura 3.1: Mapeamento do domı́nio fı́sico curvilı́neo ÒÔÓÕÒPÑ¬Ö5× em um domı́nio numérico retangu-

lar ÓÕØ�Ñ¬ÙÔ×
de referência fixo e reescrever as equações de conservação e as condições de contorno

em função das coordenadas de referência. Para que isso seja possı́vel, deve-se obter uma

função de mapeamento que relacione o domı́nio fı́sico, desconhecido a priori, com o

domı́nio de referência, ou seja, ���Ú�����¼� y ��������� .
A relação entre as derivadas do domı́nio de referência com as do domı́nio

fı́sico são definidas de acordo com as equações (3.1) e (3.2)¡¡ � � 
d J d ¢ ¡ �¡ � ¡¡ � ~ ¡ �¡ � ¡¡ �M£ (3.1)

¡¡ � � 
d J d ¢ ~ ¡ �¡ � ¡¡ � L ¡ �¡ � ¡¡ �M£ (3.2)

onde
d
J
d
é o determinante da matriz mudança de coordenadas.

Podem ser usadas várias categorias de equações para descrever o mapea-

mento do domı́nio fı́sico. Por já terem sido largamente utilizadas com sucesso, adotam-se

equações difusivas para solução do problema de superfı́cie livre proposto no presente tra-

balho. Tais equações, freqüentemente chamadas de equações de malha, têm a seguinte
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forma: f�� ���ÜÛ f �Ô�¼�-�´= f�� ��� ` f ���¼� � (3.3)

Como as demais equações de conservação do problema proposto, as equações

de malha necessitam de condições de contorno para serem resolvidas. Estas condições de

contorno se referem à ortogonalidade da malha, distribuição e flexibilidade dos nós e

impermeabilidade da interface. Tais condições de contorno são discutidas com um pouco

mais de detalhes na referencia [16].

É utilizado para a solução do problema o método de elementos finitos com

a aproximação de Galerkin. Neste método, as variáveis são representadas em termos de

funções de base previamente conhecidas como mostra a Equação (3.4).

Y ��Ý WnÞ t Þàß Z ��Ýâá Þ t Þàß ¯���Ý V�Þ v Þàß �;� Ýäã Þ t Þåß ����Ý DæÞ t Þ
(3.4)

Funções base biquadráticas � t Þ � são usadas para representar o campo de ve-

locidades e coordenadas nodais e funções descontı́nuas lineares � v Þ � para discretizar os

campos de pressão.

Aparecem então como variáveis do problema os coeficientes da expansão :

C � ± WnÞ á Þ9V�Þ ã Þ9DæÞ ³ ¾ (3.5)

e as equações de resı́duo correspondentes ao método de Galerkin são:

D uQ � ��ç èêé ¡ t5u¡ � ¥ ��� L ¡ t5u¡ � ¥ � Oìë	� d J d I x ~ e u� (3.6)
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D uQ O � ç èêé ¡ t5u¡ � ¥ � OªL ¡ t5u¡ � ¥¨O©OªL t5u� ¥�«¬«ìë	� d J d I x ~ e uO (3.7)

D uo � ç èêé v u ¢5Y ¡ Y¡ � L 
� ¡¡ � ��� Z � £ ë	� d J d I x (3.8)

D u� � ç è ± �ÜÛ f � �Nf t5u ³ d J d I x L ç í �ÜÛ� n �Nf �Ô� t5u I wI w I w (3.9)

D uO � ç è ± � ` f � �Nf t5u ³ d J d I x L ç í � ` � n �Nf ��� t5u I wI w I w (3.10)

Onde
e u� �ïî í e � � � n � T � t5u �¨ð íð í I w e

e uO �ïî í e O � � n � T � t5u �¨ð íð í I w são os

componentes de força nos contornos nas direções axial e radial respectivamente.

Uma vez que todas as variáveis são representadas em termos das funções das

bases, o sistema de equações diferenciais parciais se reduz a um sistema de equações

algébricas, onde os coeficientes de expansão são as variáveis que se necessitam calcu-

lar. Este problema agora constitui um sistema de equações não lineares com uma matriz

esparsa.

Usa-se o método de Newton na solução do sistema de equações não lineares

e calculam-se as integrais em cada elemento pelo método da Quadratura Gaussiana com

três pontos em cada direção. A cada iteração de Newton é resolvido um sistema linear

usando um solver frontal. O dominio é dividido em ñ���� elementos que correspondem a+�8���
 nós e 
�7>ñ��>* graus de liberdade, conforme mostra a Figura (3.2).

O método de Newton, usado na solução do sistema de equações não line-

ares, garante a convergência do problema, mas para que isso ocorra é necessária uma
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Figura 3.2: Malha caracterı́stica do problema

boa aproximação inicial. O problema analisado neste trabalho é muito complexo por se

tratar de um fenômeno de escoamento de fluido não newtoniano com superfı́cie livre.

Neste caso é impossı́vel convergência sem uma boa aproximação inicial. Para a obtenção

da solução do problema de interesse, resolve-se uma série de problemas preliminares,

obtendo-se, portanto, as boas aproximações iniciais necessárias. Particularmente para o

caso estudado neste trabalho, a série de problemas preliminares é proposta por Soares

[16]. Esta série consiste na solução de três casos iniciais mais simples até que se chegue

à solução do problema de interesse. A cada passo a solução encontrada é dada como

aproximação inicial para próximo passo.

Conforme [16], no primeiro problema preliminar usado, representado na Fi-

gura (3.3), a condição de contorno nas faces (1) e (2) é de escoamento desenvolvido com

pressão prescrita. A face (3) é uma parede, logo a condição é de impermeabilidade e não

deslizamento. Na face (4), a placa se desloca com velocidade constante
W

e, finalmente,

na face (5) o fluido pode deslocar sem atrito. Neste problema não se resolve a malha,

simplificação que facilita o processo de convergência.

A partir da solução do problema anterior resolve-se um segundo problema,

representado na Figura (3.4). As condições de contorno (1), (2), (3) e (4) são as mesmas
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Figura 3.3: Malha do primeiro problema preliminar

Figura 3.4: Malha do segundo problema preliminar

do problema anterior. Agora, resolve-se a malha impondo-se a condição de superfı́cie

livre na face (5). Isso faz com que a malha comece a ganhar a forma caracterı́stica do

problema.

Finalmente, resolve-se um terceiro problema, onde as condições nas faces (1),

(2), (4),(5) são mantidas e aplica-se a condição de simetria axial na face (3). Neste último

caso preliminar tem-se o escoamento entre placas planas, sendo esta única diferença entre

ele e o problema de interesse, que se dá em um tubo.

Inicialmente, para verificar a eficiência da malha usada, analisa-se o parâmetroe Dóò
modificado conforme proposto por Soares et al. [18]. Ainda para validar os resul-

tados, comparam-se os do presente trabalho com outros encontrados na literatura.
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Figura 3.5: Malha do terceiro problema preliminar

Como mencionado anteriormente, usa-se para testar a eficiência da malha

um novo número f
D = , fator de atrito de Darcy multiplicado pelo número de Reynolds,

proposto por Soares et al. [18]. Os autores mostram que o parâmetro f
D = modificado é

sempre igual a !>* na região desenvolvida do escoamento, independente da geometria e das

propriedades reológicas do fluido, podendo-se calcular como mostra a Equação (3.11):

f
D =[� ~'
! ð�ôð � �� ¶ (3.11)

Este parâmetro é interpretado fisicamente como sendo a razão entre a queda

de pressão caracterı́stica e a tensão de cisalhamento na parede do tubo.

Obtém-se, para a malha que corresponde a �546 = 0,5, fRe = 64,368, portanto,

um desvio de ���3"�7�"�õ do valor exato, sugerindo que a malha é suficientemente fina para

análise do problema proposto.

Para avaliar os resultados obtidos com essa malha comparam-se os valores

previstos para a fração de massa depositada na parede, { , com valores previstos por

outros pesquisadores para o mesmo parâmetro em problemas semelhantes. No gráfico 4.5

são comparados os valores previstos em trabalhos de Taylor [19]e Cox [4] para fluidos
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Figura 3.6: Fração de massa depositada na parede do tubo em função do número de capilari-

dade para fluido Newtoniano e um fluido pseudo-plástico com ö2Í]Ð�Ñì÷øù . As li-

nhas, pontilhada e contı́nua, são previsões numéricas do presente trabalho enquanto

os sı́mbolos representam dados experimentais de Taylor [19] e Cox [4] e previsões de

Soares et al [17].

Newtonianos e previsões numéricas de Soares et al. [17]para fluidos pseudoplásticos.

Observa-se uma pequena discordância entre os valores de { obtidos pelo pre-

sente trabalho e as previsões de Soares et al. para pequenos números de capilaridade. Isso

pode ser devido ao uso de uma malha mais fina que a usada por Soares et al. [17].



Capı́tulo 4

Resultados

Apresentam-se aqui os resultados teóricos que se obtém com o uso da técnica

numérica descrita no capı́tulo anterior. É conveniente dividir os resultados de acordo

com a função de viscosidade usada. Focaliza-se a análise na influência do número de

capilaridade, %'& , na fração de massa de lı́quido depositada na parede do tubo, { , e na

forma da frente da interface, durante o escoamento dos fluidos. Estudam-se, ainda, os

efeitos dos parâmetros reológicos, como o ı́ndice de potência power law, � , da tensão

limite de cisalhamento � 6 .
4.1 Caso Newtoniano

São apresentadas as previsões obtidas para fluido Newtoniano a fim de validar

o modelo proposto, sobretudo, o uso das hipóteses simplificadoras.

Estudam-se inicialmente os efeitos da variação do número de capilaridade,%'&-�ú�^a , sobre a fração de massa depositada na parede do capilar, {û�å
)~]�Nü²ýü � � .
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Analisa-se o problema considerando um escoamento lento com empuxo desprezı́vel, isto

é, número de Reynolds
D = e

b
aproximadamente nulos.

As previsões numéricas de { em função de %'& para o caso Newtoniano são

apresentadas no gráfico da Figura (4.1), onde são comparadas com os consagrados re-

sultados experimentais de Taylor [19] e Cox [4]. As previsões numéricas recuperam os

resultados experimentais de Taylor. Além disso recuperam-se os resultados de Cox, que

indicam um valor assintótico de ����! para fração de massa depositada na parede do tubo

capilar, { , quando o número de capilaridade aproxima-se de 
� . Os resultados de Taylor

e Cox, assim como as previsões numéricas do presente trabalho, indicam uma queda na

fração de massa depositada na parede tubo capilar com a redução do numero de capila-

ridade. Percebe-se na faixa de baixos números de capilaridade um gradiente elevado de{ em função de %'& . Isso indica que o controle da deposição de pequenas espessuras

de filmes pode ser muito difı́cil, tornando processos como revestimentos e confecções de

tubos mais complexos.

A Figura (4.2) mostra previsões numéricas para perfis de frente da interface

para os casos com números de capilaridade, %'&þ�´
���! e %'&þ�à����
 . Os resultados

teóricos, representados por linhas, são comparados com dados experimentais de Cox,

representados pelos cı́rculos escuros, e previsões numéricas de Soares et al. [17], re-

presentadas por linhas pontilhadas. As previsões numéricas apresentam uma boa con-

cordância com os resultados experimentais de Cox. Observa-se uma pequena variação

na comparação com as previsões de Soares et al., esta variação pode ser justificada pelo

uso de uma malha com mais elementos, o que proporciona maior precisão nos resultados.



52

Nota-se também que ao diminuir o número de capilaridade, que é equivalente a aumentar

a influência da tensão superficial, a interface se achata, tornando o processo de desloca-

mento do lı́quido dentro do tubo mais eficiente.

A Figura (4.3) mostra três padrões de linhas de corrente em função do número

de capilaridade. As linhas de corrente referentes a %'&(�ÿ
� apresentam um único ponto

de estagnação sem a presença de recirculações. No padrão apresentado para %'&@�k����

observa-se a presença de um anel de recirculação que domina grande parte da frente da

interface. Nota-se ainda a presença de uma pequena recirculação e apenas um ponto de

estagnação em torno de %'&1�ä����! , diferente da sugestão de Taylor e de resultados de

Soares [17] que prevêem a formação de dois pontos de estagnação para este caso. Cox

[5] também não observa os dois pontos de estagnação quando analisa o problema experi-

mentalmente. Possivelmente, o padrão em que aparecem os dois pontos de estagnação é

muito instável, sob o ponto de sugerindo a necessidade de uma análise mais refinada na

faixa de número de capilaridade em torno de ����! .
4.2 Caso Pseudoplástico

Estudam-se nesta seção os efeitos pseudoplásticos. Na análise destes efeitos

usa-se o modelo de Fluido não Newtoniano Generalizado, descrito no capitulo anterior.

Usa-se a função de viscosidade power law (2.24). O número de capilaridade é definido

segundo a Equação (1.2), onde se calcula �#o em função da taxa de cisalhamento carac-

terı́stica, definida como
�� o � ^ü � . Os resultados que se apresentam nesta seção procuram

cobrir uma faixa de � maior que as que se encontram na literatura com uso de uma malha
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mais refinada que a utilizada por Soares et al. [17].

A Figura (4.5) apresenta resultados teóricos do efeito de %'& sobre { para

dois fluidos. Comparam-se os resultados teóricos do presente trabalho para � ��
 , caso

Newtoniano, e � ������!#"�$ , com as previsões numéricas de Soares et al.[17], Obtendo-se

uma boa concordância de resultados. Entretanto, observa-se uma pequena variação entre

as previsões destes autores com as do presente trabalho para %'& menor que ����
 . Isso pode

se justificar pela acentuada deformação da malha nesta faixa de número de capilaridade,

tornando a previsão de { mais sensı́vel à precisão da malha. Além disso, a sensibilidade

de { com %'& é bem maior na faixa de %'& � ����
 , indicando que pequenos erros na

determinação dos campos de velocidade, pressão e malha são amplificados nesta região.

Portanto, os resultados sugerem que para analisar rigorosamente a deposição de peque-

nas espessuras de filme torna-se necessário a utilização de malhas bem finas, enquanto a

previsão de grandes deposições pode ser obtida com o uso de malhas menos refinadas.

Em processos como recuperação de óleos em leitos porosos e remoção de

muco em vias aéreas pulmonares, o número de capilaridade é geralmente alto, por tratar-

se de deslocamentos de fluidos extremamente viscosos. Logo, uma malha menos refinada

deve ser suficiente para a previsão da fração de massa perdida.

A Figura (4.6) mostra o perfil da frente da interface para um fluido power law

com � �þ����!#"�$ . São apresentados previsões do presente trabalho e de Soares et al. [17],

para escoamentos com %'&Ä� 
� . Fica evidente a equivalência entre as duas previsões

para este caso.

Estuda-se o efeito da pseudo-plasticidade, � , na variação de { com %'& . O
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gráfico apresentado pela Figura (4.7) mostra a variação de { com %'& para vários valores

do ı́ndice de potência power law, � . O presente trabalho explora uma faixa de ����+ � � �
 , cobrindo uma faixa maior que a analisada por Soares et al. [17], que exploram a faixa

entre ����*#8#" � � � ����8 .
Observa-se a tendência de decréscimo de { com o aumento do grau de pseudo-

plasticidade, e ainda, que o lı́quido pseudo-plástico conserva o padrão assintótico para a

variação de { com %'& , descrito por Taylor [19] e confirmado por Cox [4], para fluidos

Newtonianos. Estes resultados recuperam quantitativamente as previsões de Soares et

al.[17] e qualitativamente os resultados experimentais de Kamisli [9]. Kamisli B Ryan

[11] prevêem, por um método de perturbação, um comportamento qualitativo oposto aos

resultados experimentais para fluidos pseudo-plásticos.

A Figura (4.8) apresenta a variação da forma da interface com o grau de

pseudo-plasticidade. São apresentados os perfis para � �â
 , ����!#"�$ e ����+ com número

de capilaridade fixo em 
� . São apresentados o perfis com %'& =10 devido ao padrão ser

assintótico para números de capilaridade nesta faixa. Os perfis apresentados confirmam

o comportamento descrito anteriormente, ou seja, o parâmetro { cai com o ı́ndice se

potência � . Mostra-se ainda um achatamento da frente da interface à medida que se reduz

o ı́ndice se potência � , ou seja, quando se aumenta o grau de pseudo-plasticidade.

Para ressaltar a influência da pseudo-plasticidade, mostra-se na Figura (4.9)

o efeito da variação do parâmetro � sobre a fração de massa, { , depositada na parede

do tubo capilar para valores do número de capilaridade maiores que 
� . Os resultados

sugerem uma dependência linear de { em função do ı́ndice � na faixa ����!#" � � � 
 ,
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onde pode-se calcular a fração de massa depositada como: {}� �����#"�7 � LÜ���3"N*#+ . Ainda, o

mesmo gráfico mostra que a influência da pseudo-plasticidade, na deposição de massa na

parede, se intensifica à medida que o material se afasta do comportamento Newtoniano,

indicando uma taxa de variação de { maior no intervalo de � � ����!#"�$ . Cabe ainda,

claramente, uma análise mais detalhada nesta faixa de � � ����!#"�$ , onde a curva se desvia

do comportamento linear.

Apresentam-se na Figura (4.10) os padrões de linhas de corrente em Ca = 
�
e n = 0,652 0,4 e 0,3. Mais uma vez verifica-se o efeito de achatamento da frente da in-

terface e o conseqüente decréscimo de { com o aumento do grau de pseudo-plasticidade.

Este efeito é similar ao observado quando há uma queda de %'& em um escoamento com

fluido Newtoniano. Entretanto, diferente do caso Newtoniano, não se observa recirculação

mesmo no caso de � � ����+ , onde o interface já se encontra largamente achatada. A Figura

(4.11) completa a análise anterior, mostrando as malhas referentes às linhas de corrente

citadas acima.

A Figura (4.12) mostra a influência do número de capilaridade nos padrões de

linhas de corrente para o deslocamento de um fluido pseudo-plástico com � � ����+ . Nota-

se que as recirculações surgem apenas em números de capilaridade menores que ����* ,
diferindo significativamente do caso Newtoniano. Neste caso as recirculações surgem em%'& � ����! .
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Figura 4.1: Fração de massa depositada na parede do tubo em função do número de capilaridade

para o caso newtoniano. Os quadrados são os resultados experimentais de Taylor e o

losango representa o de Cox. A linha refere-se as previsões numéricas deste trabalho.
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Figura 4.2: Perfis da frente da interface para números de capilaridade iguais a ���ÂÍþÎ�Ñì÷ e Ð�Ñ3Î ,
para o caso newtoniano.
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Figura 4.3: Linhas de corrente para Ca = Î�Ð , Ð�Ñì÷ e Ð�Ñ3Î .
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Figura 4.4: Malhas para capilaridades iguais a Î�Ð , Ð�Ñì÷ e Ð�Ñ3Î .
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Figura 4.5: Fração de massa depositada na parede do tubo em função do número de capilari-

dade para fluido Newtoniano e um fluido pseudo-plástico com ö2Í]Ð�Ñì÷øù . As li-

nhas, pontilhada e contı́nua, são previsões numéricas do presente trabalho enquanto

os sı́mbolos representam dados experimentais de Taylor [19] e Cox [4] e previsões de

Soares et al [17].
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Figura 4.7: Fração de massa depositada na parede do tubo em função do número de capilaridade

para ı́ndice de potência , ö , iguais a Î , Ð�Ñì÷øù , Ð�Ñ�� e Ð�Ñ�� .
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Figura 4.10: Linhas de corrente para ���óÍÏÎ�Ð e ö�ÍêÐ�Ñì÷øù Ð�Ñ�� e Ð�Ñ�� .
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Figura 4.12: Linhas de corrente para n = 0,3 e Ca = Î�Ð Ð�Ñ�� e Ð�Ñìù .
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4.3 Caso Plástico

Para descrever o feito viscoplástico usa-se a função de viscosidade proposta

por Papanastasiou [14] que representa o comportamento do plástico ideal de Bingham

com uma função continua descrita pela Equação (2.25). A equação de Papanastasiou

conforme, apresentada no gráfico da Figura (2.2), se aproxima do comportamento plástico

perfeito à medida que elevamos o parâmetro de ajuste � . Usa-se no presente trabalho �	�
����� , que é sugerido pela literatura como suficientemente grande, portanto, resgatando o

comportamento de plástico perfeito proposto por Bingham [2].

São analisados no presente trabalho os efeitos da tensão limite de escoamento

adimensional, � 46 � � �� ¹ na variação de { , no perfil da frente da interface e padrão de linhas

de corrente.

Para evidenciar o desvio do comportamento Newtoniano provocado pelo au-

mento da tensão limite de cisalhamento, mostra-se na Figura (4.13) os perfis de velo-

cidade adimensional na região desenvolvida do escoamento para os diferentes valores � 46� ���3" ���37�" ����8#" analisados. Os perfis são traçados segundo um referencial estacionário e

adimensionalizados em função da velocidade média do escoamento. É evidente na figura

um perfil pistonado de velocidade na região central do tubo, onde as taxas de cisalhamento

são baixas e o fluido tem movimento de corpo rı́gido.

Na análise dos efeitos viscoplásticos feita nesta sessão, comparam-se às pre-

visões do presente trabalho com as previsões feitas por Dimakopoulos B Tsamopoulos

[6]. Em seu trabalho Dimakopoulos B Tsamopoulos analisam os efeitos viscoplásticos

sobre o processo de deslocamento de lı́quidos em tubos capilares por injeção de gás. Os
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��46 {�� presente trabalho {� Dimakopoulos desvio õ
0,206 0,5857 0,5801 0,96

0,00891 0,5923 0,6006 1,39

Tabela 4.1: Comparação entre previsões do presente trabalho e de Dimakopoulos � Tsamopou-

los.

autores analisam o problema acompanhando o avanço da interface no fluido com o tempo,

ou seja analisam um problema transiente. A Tabela (4.1) mostra uma comparação dos va-

lores da fração de massa previstos pelo presente trabalho, em capilaridades altas, com os

obtidos por Dimakopoulos B Tsamopoulos. Nesta tabela, {�� indica a fração de massa

depositada quando a interface atinge sua forma desenvolvida dentro do tubo. As análises

destes autores indicam que a interface atinge sua forma final após deslocar uma pequena

fração do comprimento do tubo. Isto está de acordo com os resultados experimentais de

Cox [4] que analisa o deslocamento de um fluido Newtoniano. Portanto, assim como

para o caso Newtoniano, os resultados presentes na literatura sugerem que a análise de

deslocamento de materiais viscoplásticos em tubos capilares pode ser feita em regime

permanente, sem perda de generalidade.

O desvio entre os resultados do presente trabalho com as previsões de Dima-

kopoulos B Tsamopoulos é menor que 
��3"�õ para os dois casos comparados, indicando

uma satisfatória concordância de resultados. Não é possı́vel uma comparação mais ex-

tensa por causa da estreita faixa de variação de � 6 analisada pelos autores.
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Mostra-se a influência da plasticidade na variação da fração de massa, { ,

depositada na parede do capilar em função do número de capilaridade, nas curvas apre-

sentadas nas Figuras (4.14) e (4.15). Estas figuras evidenciam a tendência de queda de{ com o aumento de ��46 , concordando qualitativamente co os resultados experimentais

de Poslinski [15]. Ainda, pode ser observada para toda a faixa de � 46 analisada a mesma

tendência assintótica do crescimento de { com %'& , semelhante ao caso de fluidos New-

tonianos.

Figura (4.16) mostra que o aumento da tensão limite de cisalhamento provoca

um achatamento na forma da frente da interface semelhante ao observado com a redução

do ı́ndice de potência do fluido pseudo-plástico.

Para explorar o efeito da tensão limite de cisalhamento sobre a deposição de

massa na parede do capilar, são mostradas na Figura (4.17) as previsões para o valor

de { em função de � 6 . Neste gráfico o número de capilaridade é mantido igual a 
� .
Semelhante ao caso pseudo-plástico, a taxa de variação de { com � 6 aumenta à medida

que o fluido se desvia do comportamento Newtoniano. Novamente, este gráfico deve ser

melhor explorado, analisando-se pontos intermediários.

São apresentados na Figura(4.18) os padrões de linhas de corrente para fluido

plástico com %'&)�,
� e � 46 iguais a �0���3" ���37�" e ����8#" . Nota-se, neste caso, a ausência de

recirculações, mesmo nos casos onde o perfil da interface é extremamente achatado.Para

complementar a análise dos casos de capilaridade fixa com variação de � 46 , as malhas

resultantes da solução destes casos são apresentadas na Figura (4.19). Semelhante ao que

se faz no caso de fluido pseudo-plástico, analisam-se os padrões de linhas de corrente
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com � 46 ������8#" , variando-se o número de capilaridade. Os resultados desta análise são

mostrados na Figura(4.20). Diferente do caso pseudo-plástico, nenhuma recirculação

é observada, mesmo em números de capilaridade extremamente baixos. Portanto, os

resultados sugerem que o efeito plástico inibe totalmente as recirculações.

Finalmente, a Figura (4.21) mostra o campo de taxa de deformação para um

fluido Newtoniano, pseudo-plástico e viscoplástico com número de capilaridade fixo em
� . Percebe-se para o caso Newtoniano, ��*���$²
��P� , que as maiores taxas de deformação

encontram-se próximas à parede e em toda frente da bolha, enquanto as menores ta-

xas são observadas à medida que o escoamento avança à direita da frente da interface.

Nesta região o escoamento tende ao movimento de corpo rı́gido. Nota-se, ainda, uma

distribuição suave de taxa de deformação no caso Newtoniano. Nı́tidas diferenças são ob-

servadas quando se analisa o campo de deformação para o caso pseudo-plástico, ��*���$²
 G � .
Agora, as taxas de deformação são mais intensas próximo à parede e em uma parte da

frente da interface, deslocada da ponta no sentido horário. Ainda, nota-se uma distribuição

de taxa de deformação menos suave, ou seja, variações mais bruscas da intensidade da

taxa de deformação, quando comparada com o caso Newtoniano. O último campo de taxa

de deformação refere-se ao caso de escoamento de um fluido viscoplástico, ��*���$²
>om� . Nova-

mente em comparação com o Newtoniano, as taxas são intensificadas na região próxima à

parede e em uma parte da frente da interface, deslocada da ponta no sentido horário como

no caso anterior. Agora, a distribuição da intensidade da taxa de deformação é bem menos

suave que os dois casos anteriores. Além disso, é possı́vel notar uma região dominante

onde não existe deformação do fluido, caracterizando um movimento de corpo rı́gido no
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centro do tubo e na região à direita da interface. Portanto, os resultados sugerem que uma

grande parte do fluido plástico se desloca como um corpo rı́gido no processo de injeção

de gás.

Concluindo os resultados, tenta-se explicar o achatamento da interface quando

o fluido se desvia do comportamento Newtoniano, com base no balanço de forças na inter-

face, Equação (2.10). Escrevendo o tensor das tensões em função do tensor extra tensão

e da pressão, a equação anterior toma a forma da Equação (4.1).

� V 6 ~ V � n L ��� �� � � n � sDRQ n (4.1)

Na análise do caso pseudo-plástico, ocorre possivelmente uma queda acentu-

ada na viscosidade na frente da interface em comparação com o Newtoniano, conforme

mostra a Figura (4.21). Isso se deve às altas taxas de deformação presentes nesta região.

A redução da viscosidade deve provocar uma queda na tensão na frente da interface. Para

que se mantenha o balanço de força, obedecendo a Equação (4.1), é necessário que ocorra

a redução da curvatura, ou seja, um aumento do raio médio de curvatura e conseqüente-

mente o achatamento da interface.

Diferentemente, para o fluido plástico, o que se observa é a presença de baixas

taxas de deformação na frente da interface, o que sugere uma tendência de queda de tensão

em relação ao caso Newtoniano. A queda de tensão deve atuar da mesma forma que no

caso pseudo-plástico, fazendo com que a bolha se achate, aumentando o raio médio de

curvatura e equilibrando, portanto, o balanço de forças na frente da interface, descrito na

Equação (4.1).
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Figura 4.13: Perfis de velocidade adimensional, segundo um referencial estacionário, em uma

região distante da frente da bolha para É 46 ÍêÐ�Ñìø Ð�Ñ���ø e Ð�Ñ��ø
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Figura 4.14: Fração de massa depositada na parede do tubo em função do número de capilaridade

para tensão limite de cisalhamento adimensional, É 46 , iguais a ÐkÐ�Ñìø Ð�Ñ���ø e Ð�Ñ��ø .
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Figura 4.18: Linhas de corrente para ���óÍÏÎ�Ð e É 46 , iguais a ÐkÐ�Ñìø Ð�Ñ���ø e Ð�Ñ��ø .
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Figura 4.19: Malhas para ���óÍÏÎ�Ð e É 46 ÍêÐ�Ñìø Ð�Ñ���ø��3Ð�Ñ��ø

Ca = 10

Ca = 1

Ca = 0,256

Figura 4.20: Linhas de corrente para É 46 ÍêÐ�Ñ��ø e ��� , iguais a Î�ÐäÎ e Ð�Ñìùø÷ .
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Figura 4.21: Campos de taxa de deformação com ���)ÍþÎ�Ð . (a): fluido Newtoniano, (b): fluido

pseudo-plástico com öÀÍêÐ�Ñ�� , (c): fluido viscoplástico com É 46 ÍêÐ�Ñ��ø .



Capı́tulo 5

conclusão

O presente trabalho estuda o processo de deslocamento de lı́quidos em tu-

bos capilares por injeção de gás. Por tratar-se de escoamentos lentos de lı́quidos muito

viscosos, desprezam-se os efeitos de
D = e

b
. Os fluidos são modelados como Fluido

Newtoniano Generalizado (FNG) com duas funções de viscosidade. É usada a função

power law para analisar os efeitos de pseudo-plasticidade e a função de Papanastasiou

para analisar os efeitos da plasticidade. Analisa-se, então, a influência do número de ca-

pilaridade e das propriedades reológicas do fluido, � , e � 6 , no processo de deposição de

massa na parede do tubo, na forma do perfil da frente da interface e nos padrões de linhas

de corrente. Aborda-se o problema através de um referencial posicionado na frente da

interface, permitindo uma análise em regime permanente. As equações são resolvidas

numericamente pelo método de elementos finitos com a aproximação de Galerkin.

As previsões obtidas no presente trabalho são confrontadas com resultados de

análises de problemas semelhantes disponı́veis na literatura a fim de validar as previsões
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encontradas. Os resultados para o caso Newtoniano são confrontados com resultados

experimentais de Taylor[19] e Cox[4] e [5]. Para o caso pseudo-plástico as previsões são

comparadas com resultados experimentais de Kamisli[9] e com previsões numéricas de

Soares et al.[17]. Ainda, comparam-se as previsões para o caso com fluido plástico com

resultados experimentais de Poslinski [15] e previsões de Dimakopoulos B Tsamopoulos

[6].

As previsões obtidas para o escoamento com fluido Newtoniano recuperam

os dados experimentais de Taylor [19] e Cox [4] para a fração de massa { depositada na

parede do tubo. Confrontando as previsões para o perfil de interface com os resultados

experimentais de Cox [4] e previsões de teóricas de Soares et al. [17], obtém-se uma

boa concordância. Entretanto, na análise dos padrões de linhas de corrente não é possı́vel

recuperar o padrão com dois pontos de estagnação sugerido por Taylor e observado por

Soares et al. [17]. Certamente, análises mais detalhadas do número de capilaridade em

torno de %'&)�-����! devem ser feitas.

Na análise do deslocamento do fluido pseudo-plástico, as previsões deste tra-

balho são confrontadas com os resultados teóricos de Soares et al. [17], obtendo-se ótima

concordância tanto para a fração de massa quanto para o perfil da interface. Ainda, os

resultados concordam qualitativamente com os dados experimentais de Kamisli [9] que

prevêem uma queda na fração de massa { com � ao contrario do que prevêem Kamisli &

Rayan [11]. Nota-se ainda, que o efeito da precisão de malha se faz presente apenas para

pequenos valores do número de capilaridade, quando comparado com os resultados de

Soares et al. [17]. Explorando uma faixa mais larga do ı́ndice de potência, ����+ � � � 
 ,
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que as comumente encontradas na literatura confirma-se a tendência da redução da fração

de massa depositada na parede quando o fluido se desvia do comportamento Newtoniano.

Ainda, como fica claro na Figura (4.9), a influência de � é cada vez maior à medida que o

fluido se afasta do comportamento Newtoniano.

Ao estudar o efeito pseudo-plástico nos padrões de linha de corrente, nota-se

que, diferente do caso Newtoniano, só aparecem recirculações em números de capilari-

dade menores que ����* . Além disso, percebe-se um achatamento da frente da interface

com o � . Este efeito está possivelmente associado com a queda de viscosidade na região

próxima à interface, conforme discutido no capı́tulo anterior.

Na análise dos efeitos viscoplásticos, as previsões da fração de massa de-

positada na parede, { , concordam quantitativamente com os resultados teóricos de Di-

makopoulos B Tsamopoulos [6] e qualitativamente com os resultados experimentais de

Poslinski [15] que prevê uma queda na fração de massa { com o aumento de � 46 . Isso é

evidente nas Figuras (4.14) e (4.15). Como é notado na Figura (4.17), a influência de � 46 é

cada vez maior à medida que o fluido se afasta do comportamento Newtoniano, ou seja,

se torna mais plástico.

Verifica-se na Figura (4.21) que o efeito da plasticidade impõe uma tendência

de achatamento da interface, possivelmente justificado pela presença de baixas taxas de

deformação nesta região.

O estudo do efeito de � 46 sobre as linhas de corrente mostra a ausência de

recirculação, conforme observado nas Figuras (4.18) e (4.20). Esta tendência se mantém

mesmo quando a interface se encontra bastante achatada em pequenas capilaridades.
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A análise da Figura (4.21) mostra uma distribuição suave da taxa de deformação

para o escoamento do fluido Newtoniano. Perde-se esta suavidade nos casos não Newto-

nianos, principalmente no caso viscoplástico, onde as mudanças na taxa de deformação

se aproximam da descontinuidade. Próximo a estas regiões o escoamento passa a ser

caracterizado pelo movimento de corpo rı́gido.

Concluindo, uma análise experimental rigorosa do deslocamento de materi-

ais viscoplásticos ainda deve ser conduzida para substanciar os resultados apresentados

no presente trabalho, cobrindo uma faixa maior de �:46 que as já analisadas na literatura.

Ainda, outros modelos de fluido podem ser estudados, objetivando explorar a influência

de outros parâmetros reológicos importantes, como a viscoelasticidade. Também, um mo-

delo de paredes deformáveis é extremamente relevante para uma análise criteriosa do pro-

cesso de remoção de muco em vias aéreas pulmonares. Finalmente, um modelo numérico

e experimental de uma rede capilárica pode ser de significativa importância para uma

melhor compreensão do processo de recuperação de óleos em meios porosos.
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